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Vorwort.

Der vorliegende Leitfaden folgt im allgemeinen der durch
v. Staudt geschaffenen, durch Herrn Reye erschlossenen
Darstellungsweise® der Geometrie der Lage. Im einzelnen
finden sich mancherlei Abweichungen. Die wichtigsten unter
diesen sind die beiden folgenden.

In der Definition®*) der projektiven Verwandtschaft bin
ich nicht v. Staudt, sondern Herrn Thomae gefolgt. Aus-
schlaggebend war dabei fiir mich, dafs, von der Begriindug
der kollinearen und reziproken Verwandtschaft abgesehen,
bei allen Konstruktionen und Beweisen die projektiven Ge-
bilde aufgefafst werden als die Endglieder einer Kette von
perspektiven Gebilden und dafs es daher fiir den Lernenden
eine Erleichterung ist, wenn ihm in der Definition gerade
diese Eigenschaft tibermittelt wird.

Die Staudtsche Theorie der imaginiiren Elemente, die
sich auf einen ,ordentlichen® Wurf stiitzt, habe ich ersetzt
durch eine Theorie, die von einem beliebigen Wurfe ausgeht.
Diese Theorie macht eine Unterscheidung zwischen reellen
und imagindren Fillen unnotig, weil sie nur Beweise kennt,
die fiir alle Fille gleichzeitig gelten. Hélt man nimlich
stets die durch einen Wurf bestimmte Involution fest und
stiitzt die Beweise auf sie und niemals auf ihre etwa vor-
handenen Ordnungselemente oder darauf, dafs keine Ord-
nungselemente vorhanden sind, so stellt sich nirgendwo das
Bediirfnis ein, imaginiire Elemente einzutiihren 3 A: 133 A5 190 43),
Das Wort imaginiir ist aber nicht blofs unndtig, es ist ge-
radezu schidlich; denn es kann, weil ihm keine Vorstellung
entspricht, nur verwirrend wirken. Das Wort imaginér sollte
daher aus der Geometrie der Lage verbannt werden®). —



v Vorwort.

Dafs man durch die angegebene Verallgemeinerung
(die ich zuerst in einer Abhandlung Uber Biischel und Netze
von ebenen Polarsystemen zweiter Ordnung, Hamburg 1836, ver-
offentlicht habe; vgl. die Arbeit des Herrn H. Wiener(54)
zu allgemein giiltigen Konstruktionen und mit ihnen zu
allgemein giiltigen Beweisen gelangt, zeigt, neben den Lehr-
sdtzen von Desargues(?4 und Hesse®'" in ihrer allgemeinsten
Form, die Aufgabe@%): Eine Kurve aus fiinf (reellen oder
imaginiren) Punkten zu zeichnen. — Diese Aufgabe liels
sich allmihlich soweit vereinfachen und elementar begriin-
den, dafs sie gleich an die Lehre von den konjugierten In-
volutionen angeschlossen(® und so in den Mittelpunkt des
Ganzen geriickt werden konnte. Im Grunde fithren alle
Konstruktionen auf sie hin oder gehen von ihr aus.

In der Darstellung habe ich ein lickenloses Fortsehreiten
im Beweisen erstrebt. Durch ein ununterbrochenes Zuriick-
verweisen auf die beim Schlie(sen benutzten Lehrsitze soll
der Lernende in den Stand gesetzt werden, mit moglichst
geringer Miihe die Wurzeln jedes Beweises aufzudecken und
sich iiber die Stellung jedes Satzes innerhalb des gesamten
Lehrgebdudes Klarheit zu verschaffen. Uberhaupt ist fiir
die Form der Darstellung an jeder Stelle des Buches das
Ziel gewesen, dem Lernenden den Zugang zur Geometrie
der Lage zu erleichtern.

Hamburg, im November 1899.
Rudolf Boger.
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Erster Teil,

Der Kegelschnitt.

§ 1. Perspektive Verwandtschaft.

1. Geometrie der Lage. Die Geometrie der Lage be-1
schiiftigt sich ausschliefslich mit den Lagenbeziehungen
geometrischer Gebilde zu einander; der Begriff des Malses
ist ihr fremd. Fir die Zeichnung der Figuren dieses Buches
reicht daher (von einzelnen Zusiitzen abgesehen) das Lineal
aus. Dem Lernenden wird dringend geraten, jede Figur
nach den Angaben des Textes (wenn auch nur aus freier
Hand mit Bleifeder) selbstiindig zu zeichnen; er wird
bald finden, dafs er durch selbstindiges Zeichnen das Ver-
stehen des Inhalts erheblich beschleunigt. Die beigegebenen
Figuren sollen nur zur Kontrolle und zum schnellern Ver-
stindnis beim Nachschlagen eines bereits durchgearbeiteten
Lehrsatzes dienen.

Wihrend in der Geometrie der Alten die Arithmetik in
ausgedehntem Mafse zum Beweisen herangezogen wird,
verzichtet die Geometrie der Lage auf jede Rechnung.
Trotzdem werden auch heute noch die grundlegenden Sitze
vielfach mit planimetrischen Hiilfsmitteln bewiesen®V; der
vorliegende Leitfaden folgt der Darstellung des grofsen
Geometers von Staudt, der die Geometrie der Lage zu
einer selbstiindigen Wissenschaft machte, indem er ihr
1847 in seinem Buche Geometriec der Lage, dem von 1856
bis 1860 die Beitrige zur Geometrie der Lage folgten, eine
Grundlage aus rein geometrischem Stoff gab. Weil aber
durch Ubung und Unterricht Gleichheit und Parallelitit

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 1
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wichtige Hiilfsmittel fiir unser Anschauungsvermogen ge-
worden sind, so wird im folgenden (in durch ein Sternchen
* kenntlich gemachten Nummern) die Vorstellung der geo-
metrischen Figuren durch den Hinweis auf planimetrische
Folgerungen aus den allgemeinen Lehrsitzen der Geometrie
der Lage erleichtert; zu einem Fortschritt in der Beweis-
fihrung aber werden die Begriffe der Gleichheit und Par-
allelitéit nicht benutzt.

2. Die geraden Grundgebilde: Punktreihe, Strahlen-
biisehel, Ebenenbiischel. Der Inbegriff der Punkte, die in
einer Gerade liegen, heifst (gerade) Punkireihe; der Inbegriff
der Geraden, die durch einen Punkt gehen, heilst (gerader)
Strahlenbiischel ; der Inbegriff der Ebenen, die durch eine Gerade
gehen, heifst (gerader) Ebenenbiischel. Fiir Punktreihe, Strahlen-
biischel und Ebenenbiischel hat man den gemeinsamen
Namen einformige gerade Grundgebilde oder Grundgebilde der
ersten Stufe. Die Punkte (einer Punktreihe), die Strahlen
(eines Strahlenbiischels), die Ebenen (eines Ebenenbiischels)
nennt man die FElemente (des einférmigen Grundgebildes).
Die Gesamtheit der Punkte 4 B C..., die in der Gerade
(oder, wie man auch sagt, in dem Trdger) s liegen, be-
zeichnet man kurz als die Punktreihe s; die Gesamtheit der
Strahlen abec..., die durch den Punkt (oder, wie man auch
sagt, durch den Mittelpunkt) S gehen, als den Strahlen-
biischel S; die Gesamtheit der Ebenen a gy ..., die durch
die Gerade (oder, wie man auch sagt, durch die Achse) g
gehen, als den Ebenenbtischel g.

3. Uneigentliche Punkte und die uneigentliche
Gerade. Eine Gerade hat mehr Punkte, als wir zidhlen konnen;
sie hat unzihlig oder unendlich viele Punkte. Ebenso hat ein
Strahlenbtischel unendlich viele Strahlen (und ein Ebenen-
biischel unendlich viele Ebenen). Verbinden wir simtliche
Punkte einer Gerade s mit einem aufserhalb der Gerade
liegenden Punkte S, so erhalten wir simtliche Strahlen
von S bis auf einen w, der der Gerade s parallel ist. Die
Zahl der Strahlen eines Punktes ist mithin um eins grofser
als die Zahl der Punkte einer Gerade. Wir diirfen also
nicht sagen: Jeder Strahl des Biischels S schneidet die
Gerade s, sondern miissen hinzufiigen: bis auf einen , der
der Gerade parallel ist. Dieser Strahl » nimmt aber, wie



§ 1. Perspektive Verwandtschaft. Nr.2—4. 3

wir im folgenden sehen werden, keine Ausnahmestellung ein;
wir wollen deswegen den liistigen Zusatz umgehen, indem
wir der Gerade s noch einen Punkt, den wir zum Unter-
schied von den iibrigen den wneigentlichen nennen wollen,
beilegen. Da dieser uneigentliche Punkt, in dem nach
unserer neuen Ausdrucksweise der parallele Strahl die
Gerade s schneidet, von jedem -eigentlichen Punkt der
Gerade unendlich weit entfernt ist, so nennen wir ihn auch
den unendlich fernen Punkt der Gerade.

Der Grundsatz: Durch einen (eigentlichen) Punkt kann
man zu einer Gerade eine und nur eine Parallele ziehen,
lautet jetzt: Jede Gerade, die durch einen eigentlichen
Punkt geht, hat einen und nur einen uneigentlichen (un-
endlich fernen) Punkt.

Aus diesem Grundsatz folgt, dafls alle uneigentlichen
(unendlich fernen) Punkte der Ebene in einer Gerade, der
uneigentlichen (unendlich fernen) Gerade o der Ebene, liegen.
Denn liigen sie in einer andern Linie, so kionnten wir zwei
Punkte dieser Linie verbinden und somit eine Gerade mit
zwei uneigentlichen Punkten zeichnen.

In Zukunft sprechen wir also nicht mehr von parallelen
Geraden, sondern von solchen, die durch denselben Punkt
der uneigentlichen Gerade o gehen oder, was dasselbe sagt,
die sich in einem uneigentlichen Punkte schneiden.

4. Drehungssinn. Ein Strahl ¢ kann sich
um einen seiner Punkte S in zweierlei Sinn
drehen (mit dem Zeiger einer Uhr oder gegen
den Zeiger einer Uhr). Ist 4 ein zweiter Strahl
von S, so gelangt der Strahl a sowohl bei der &
Drehung im Sinn eines Uhrzeigers als auch bei —
der Drehung im entgegengesetzten Sinn nach b
(Fig. 1). Fig. L.
Ist ¢ ein dritter Strahl von
S, so iiberschreitet a bei der
Drehung in dem einen Sinn,
bevor er nach b gelangt, den
Strahl ¢; bei der entgegen-
gesetzten Drehung nicht. Wir
wollen nun unter «bc¢ immer
den Drehungssinn verstehen,
bei welchem a, olne ¢ zu iiber-
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schreiten, nach b gelangt (Fig. 2), so dafs durch die Bezeich-
nung abc¢ immer ein bestimmter Drehungssinn festgelegt ist.

5 5. Bewegungssinn. Von dem Punkt A4 einer Gerade s
kann man sich in zweierlei Sinn fortbewegen, um zu einem
zweiten Punkt B in s zu gelangen. Bewegt man sich in
dem einen Sinn, so mufs man den uneigentlichen® Punkt
von s iiberschreiten, um nach B zu gelangen; bewegt man

sich in dem andern Sinn, so iiberschreitet

man den uneigentlichen Punkt von s nicht

(Fig. 8). Den Sinn beider Bewegungen

Fig. 3. wollen wir dadurch unterscheiden, dafs wir
die Bewegung, bei welcher der uneigentliche Punkt nicht
tiberschritten wird, durch 4 B, und die Bewegung, bei
welcher der uneigentliche Punkt iiberschritten wird, durch

A" B bezeichnen.

Ist C ein dritter (eigentlicher) Punkt von s, so wollen
wir unter 4.8 C immer den Bewegungssinn verstehen, bei

—

P Jg'“.f.':_

c 4 — B A4 (B <
Fig. 4. ’

welchem man von A nach B gelangt, okne C zu iiber-
schreiten, so dafs durch die Bezeichnung 4 B C immer ein
bestimmter Bewegungssinn festgelegt ist (Fig. 4).

6 6. Perspektive Lage. Das Wesen der Geometrie der
Lage besteht darin, die Elemente der Grundgebilde® einander
2uzuordnen, d. h. jedem Element des einen Grundgebildes
ein Element des andern zuzuweisen,

Zwei einander zugeordnete Elemente

5 J heifsen lZomologe Elemente.
Auf die einfachste Art stellt man eine
7 solche Zuordnung, z. B. zwischen einer
L Punktreihe s und einem Strahlenbiischel S,
TS5 in folgender Weise her. Jedem Strahl a

des Mittelpunktes S ordnet man den Punkt
A des Trigers s zu,-in dem der Strahl
die Gerade s schoeidet (Fig. 5). Fiir die so hergestellte
Beziehung zwischen den Punkten einer Gerade und den
Geraden eines Punktes hat man verschiedene Ausdrucks-
weisen. Entweder man nennt den Strahlenbiischel einen
Schein der Punktreihe oder die Punktreihe einen Schnitt des

Fig. 5.
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Strahlenbiischels oder schliefslich man sagt: Der Strahlen-

biischel und die Punktreihe sind in perspektiver Lage. In

Zeichen "deutet man die perspektive Verwandtschaft an durch
SR,

gelesen : Der Strahlenbiischel S perspektiv zur Punktreihe .

7. Perspektive Strahlenbiischel und perspektive
Punktreihen. Im folgenden stellen wir eine Reihe von Sitzen
nicht hinter, sondern neben einander. Dadurch wollen wir darauf
aufmerksam machen, dafs man den rechts stehenden Satz aus
dem links stehenden Satz erhilt, indem man die Worte:
Gerade (Strahl) und Punkt, Mittelpunkt und Triger, Strahlen-
biischel und Punktreihe, Schnittpunkt und Verbindungslinie,
Drehung und Bewegung mit einander vertauscht. Spiter ¢! 2
werden wir in dem Gesetz der Dualitit (oder Reziprozitit)
den Grund dafiir kennen lernen, dafs man durch eine solche
mechanische Vertauschung neue Siitze erhilt. — Dem Ler-
nenden wird empfohlen, den rechts stehenden Satz ohne

Hiilfe des Buches aus dem links stehenden abzuleiten.

Perspektive Strahlenbiischel.
Um die Strahlen zweier Strah-
lenbiischel S und S, auf ein-
ander zu beziehen, nimmt man
eine Punktreihe s zu Hiilfe
und weist jedem Strahl a
von S den Strahl «, von S,
zu, der durch den Schnitt-
punkt 4 =sa geht.

Die beiden Strahlenbiischel
S und §, sind nach der Kon-
struktion (Fig. 6) Scheine®
einer und derselben Punkt-
reihe s. Nennen wir zwei
solche Biischel perspektiv, so
konnen wir uns auch so aus-
driicken :

Zawei Strahlenbiischel heifsen
perspektiv, wenn sie Scheine
einer und derselben Punkitreihe
sind.

In Zeichen: S'A S,.

Porspektive Punktreihen. Um
die Punkte zweier Punkt-
reihen s und s, auf einander
zu beziehen, nimmt man einen
Strahlenbiischel S zu Hiilfe
und weist jedem Punkt 4 von
s den Punkt 4, von s zu,
der aut der Verbindungslinie
a=—=38 A liegt.

Die beiden Punktreihen s
und s, sind nach der Kon-
struktion (Fig. 7) Schnitte®
eines und desselben Strahlen-
biischels S. Nennen wir zwei
solche Punktreihen perspektiv,
so konnen wir uns auch so

ausdriicken :
Zwer  Punktrethen  heifsen

perspektiv, wenn sie Schnitte
eines und desselben Strahlen-
biischels sind.
o L=
In Zeichen: s A s,.

-2
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Fig. 6.

8. Sich selbst homologer
Strahl. Der Strahl, welcher
durch die Mittelpunkte S und
S, geht, gehort sowohl zum
Biischel S wie zum Biischel S,.
Er ist also als ein zweifacher
Strahl zu betrachten und wird
als solcher hiufig mit zwei
Buchstaben bezeichnet: mit ¢,
wenn man ihn als Strahl des
Biischels S; mit ¢, wenn man
ihn als Strahl des Biischels
S, ansieht.

Sucht man zu ¢ vermittelst
der Punktreihe s in der an-
gegebenen™ Weise den ho-
mologen ® Strahl von &,
so findet man ¢ (Fig. 6).
Daher:

Sind zwet Strahlenbiischel in
perspektiver Lage, so st die
Verbindungslinie  der  Mittel-
punkte sich selbst homolog.

9.Drehung perspektivzu-
geordneterStrahlen, Dreht
sich ein Strahl2um den Punkt.S
0, dafls sein Drehungssinn®),
etwa abc¢ (Fig. 6), unver-

Sieh selbst homologer
Punkt. Der Punkt, in dem sich
die Trager s und s, schneiden,
gehort sowohl zur Reihe s
wie zur Reihe s,. Er ist also
als ein zweifacher Punkt zu

betrachten und wird als
solcher hiufig mit zwei Buch-
staben bezeichnet: mit 7
wenn man ihn als Punkt der
Reihe s; mit 7, wenn man
ihn als Punkt der Reihe s,
ansieht.

Sucht man zu 7 vermittelst
des Biischels S in der an-
gegebenen () Weise den ho-
mologen® Punkt von s,
so findet man 7, (Fig. 7).
Dabher:

Sind zwei Punktrethen 1n
perspekiiver Lage, so ist der
Schnittpunkt der Trdager sich
selbst homolog.

Bewegung perspektiv zu-
geordneter Punkte. Durch-
liuft ein Punkt X die Gerade s
s0, dals sein Bewegungssinn @),
etwa 4 BC (Fig. 7), un-
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andert bleibt, so durchliuft
sein Schnittpunkt X mit einer
nicht durch S gehenden
Gerade s in einem bestimmten
unverinderlichen Sinn A BC®
die Gerade s. Der Strahl =z,
welcher den Punkt X mit
einem aufserhalb s liegenden
Punkte S, verbindet, dreht
sich dann, wihrend .+ sich
um S dreht, um den Mittel-
punkt S, in einem bestimmten
unverinderlichen Sinn «, b, ¢, .

Da beiunserer Konstruktion
die Strahlenbiischel S und S,
(vermittelst der Punktreihe s)
perspektiv aufeinander be-
zogen sind™, so kionnen wir
das Ergebnis so aussprechen:

Dreht sich ein Strahl 2 1wm den
Mittelpunkt S in einem bestimm-
ten unverdnderlichen Sinmn, sodafs
er nacheinander mit jedem Strahl
des Biischels S zusammenfillt,
so dreht sich ein ihm  per-
spektiv zugeordneter Strahl wx,
um  seinen  Mittelpunkt S, in
etnem  bestimmiten unverdnder-
lichen Sinn, so dafs er ebenfalls
nacheinander mit jedem Strahl

des Mittelpunktes S, zusammen-
flle.

verindert bleibt, so dreht sich
seine Verbindungslinie « mit
einem auflserhalb s liegenden
Punkte S in einem bestimmten
unversinderlichen Sinn abc®
um S. Der Punkt X, in
dem die Verbindungslinie =
eine nicht durch S gehende
Gerade s, schneidet, durch-
lduft dann, wihrend X sich
auf s bewegt, den Triger s,
in einem bestimmten unver-
inderlichen Sinn 4, B, C,.

Dabei unserer Konstruktion
die Punktreihen s und s, (ver-
mittelst des Strahlenbiischels
S) perspektiv aufeinander be-
zogen sind ™, so konnen wir
das Ergebnis so aussprechen:

Durchliuft ein Punkt X den
Triger s in einem bestimmien
unverdnderlichen Sinn, so dafs
er  nacheinander mit  jedem
Punkt der Reihe s zusammen-
fillt, so durchlduft ein ihm
perspektiv  zugeordneter Punkt
X, seinen Triger s, in einem be-
stemanten wnverdnderlichen Sinn,
so dafs er ebenfalls nachein-
ander mit jedem Punkt des
Trigers s, zusammenfillt.

10. Elliptisecher und hyperbolischer Wurf. Die Reihen-
folge von vier Punkten, die in einer Gerade liegen, sei
A BCD, so dafs ein Punkt X, der die Gerade s im Sinne
A B C® durchlduft, der Reihe nach mit 4.8 C.D zusammen-

fllt.

Fassen wir die vier Punkte in zwei Paare A B und

CD zusammen und nennen A B sowohl wie C.D ein Punki-
paar, so wird bei der angegebenen Reihenfolge das Punkt-
paar 4 B durch das Punktpaar C D nicht getrennt, d. h. der

—

0
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Punkt X gelangt von 4 nach B, ohne C oder D zu iiber-
schreiten. — Um uns bequemer ausdriicken zu konnen,
filhren wir ein neues Wort ein durch die

1. Definition: Der Inbegriff zweier Punktpaare heifst
ein (gerader Punkt-) Wurf; in Zeichen 4B . CD.

Wir konnen dann sagen: In dem Wurf AB.CD wird
das Punktpaar A B durch das Punktpaar C.D nicht getrennt.

Aus der Gruppe unserer vier Punkte konnen wir ferner
den Wurf 4.0 . B C bilden. Unser Punkt X gelangt von 4
nach D, indem er B und C iiberschreitet. Wiirde er sich
im entgegengesetzten Sinne bewegen, so wiirde er von A4
nach D gelangen, ohne B und C zu iiberschreiten. Auch
in diesem Falle sagen wir: Das Punktpaar A D wird durch
das Punktpaar B C nicht getrennt.

Bilden wir schliefslich aus den vier Punkten 4 BCD
den Wurf 4 C. B D, so gelangt der Punkt X von A nach
C, indem er B iiberschreitet, /) dagegen nicht; bewegt er
sich im entgegengesetzten Sinn, so gelangt er von A nach
C, indem er D iberschreitet, 5 aber nicht. In diesem Fall
sagen wir: Das Punktpaar 4 C wird durch das Punktpaar
BD getrennt. —

Um das Ergebnis zusammenfassen zu konnen, fithren
wir noch zwei neue Worte ein:

2. Definition: Ein Wurf, dessen Punktpaare einander
trennen, heilst elliptisch.

3. Definition: Ein Wurf, dessen Punktpaare einander
nicht trennen, heilst Ayperbolisch.

Das Ergebnis unserer Betrachtungen lautet demnach:
4. Lehrsatz: Aus vier Punkten lassen sich drei Wiirfe

bilden; zwei wvon diesen drei Wiirfen sind hyperbolisch,
der dritte ist elliptisch.

11. Der aus vier Strahlen gebildete Wurf. Verbinden
wir die vier Punkte ABCD mit einem aulserhalb ihres
Trigers s liegenden Punkte S durch die vier Strahlen abed
und bezeichnen die Verbindungslinie S(X) durch 2 (Fig. 7),
so ergiebt sich aus den Betrachtungen von Nr. 9, dafs die
Reihenfolge der Strahlen abc¢d mit der Reihenfolge der
Punkte 4B CD ibereinstimmt. Gebrauchen wir statt der
Worte: Wir verbinden die Punkte 4B CD mit dem Punkte
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S durch die Strahlen abecd, die gleichbedeutenden: Wir
projizieren die Punkte ABCD aus S durch die Strahlen
abcd, und nennen ferner noch zwei elliptische (oder hyper-
bolische) Wiirfe gleichartig, so haben wir
1. Lehrsatz: Fin Punktwurf wird aus jedem Punkt
durch einen gleichartigen Strallewwurf projiziert.

Es lifst sich daher der Satz Nr. 10, auf einen Strahlen-
wurf iibertragen. Indem wir fiir Punkt und Strahl (und
auch Ebene) das zusammenfassende Wort Element® an-
wenden, konnen wir sagen:

2. Lehrsatz: Aus vier Elementen ABCD lassen
sich drei Wiirfe
AB.CD; AC.BD;: AD.BC

bilden; zwei von diesen drei Wirfen sind hyperbolisch,
der dritte st elliptisch.

Zusatz. Wir sprechen nicht blofs von einem Wurf gleich-
artiger Elemente, sondern auch von einem Wurf, der be-
stimmt wird durch ein Punktpaar 4 B und ein Strahlenpaar
¢d. Bezeichnen wir niimlich die Punkte, in denen die
Verbindungslinie s =— A B von den Strahlen ¢ und d ge-
schnitten wird, durch C und 0 und die Strahlen, durch
welche die Punkte 4 und B aus dem Schnittpunkt S =cd

N

projiziert werden, durch ¢ und b, so verstehen wir unter

dem durch das Punktpaar 4 B und das Strahlenpaar c¢d
bestimmten Wurf 4B . ¢d entweder den Punktwurf A B.CD
oder den Strahlenwurf «b.c¢d. Je nachdem der Wurf
AB.CD (ab.cd) elliptisch oder hyperbolisch ist, sprechen
wir von einem elliptischen oder hyperbolischen Wurf 4 B.cd;
oder auch wir sagen: Das Punkipaar A B wird durch das
Strahlenpaar ¢ d getrennt oder nicht getrennt.

Diese Ausdrucksweise dehnen wir auch auf drei Punkte
A B C und einen Strahl d (oder auf drei Strahlen ab¢ und
einen Punkt 7)) aus, indem wir z B. sagen: Der Punkt C
wird von dem Strahl d durch die Punkte A und B getrennt
oder nicht getrennt.

12. Vorldufige Inhaltsangabe. Der Inhalt der
Geometrie der Lage lifst sich an dieser Stelle bereits ver-
stindlich machen und zwar am anschaulichsten vermittelst
der (links) konstruierten perspektiven Strahlenbiischel®.

—
]
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Denken wir uns die Strahlen abc... von S und die

ihnen homologen® a, b ¢, ...

von S, fest und dann den

einen Biischel um seinen Mittelpunkt gedreht (ohne dafs die
gegenseitige Lage der Strahlen sich #ndert), sodals also ¢®
nicht mehr mit 4 zusammenfllt, so liegen die Schnittpunkte
der homologen Strahlen aa,, 6b,, ¢cc¢, ... nicht mehr in
einer Gerade s, sondern in einer krummen Linie.

Das Aufsuchen der Eigenschaften, die die so entstandene
krumme Linie hat, bildet den Inhalt dieses ganzen Buches.

13 13.* Erlduterung durch den Kreis. Verstindlicher
werden die in der vorhergehenden Nummer gemachten An-
deutungen, wenn wir eine bekannte krumme Linie, den Kreis,
auf die angegebene Weise entstehen lassen.

Wir beziehen zwei Strahlenbiischel S und .S, nicht ver-
mittelst einer beliebigen Gerade s, sondern vermittelst der
unendlich fernen Gerade o der Zeichenebene® perspektiv

Fig. 8.

aufeinander. Wir ordnen
also™ jedem Strahl e von
S den Strahl a; von S,
zu, der durch den Schnitt-
punkt von a und o geht,
d. h. wir weisen jedem
Strahl @ von S den ihm
parallelen Strahl a, von
§, zu (Fig. 8). Da Winkel
mit parallelen Schenkeln,
wenn sie in demselben
Sinn® gemessen werden,

einander gleich sind, so ist der Winkel zwischen zwei beliebigen
Strahlen a b gleich dem von den homologen Strahlen a, b, ge-
bildeten Winkel, so dafs die beiden Strahlenbiischel S und S,
einander kongruent sind. Die Gleichheit der Winkel bleibt
bestehen, wenn wir z. B. den Biischel S, um seinen Mittel-

punkt S, drehen.

Auch in der neuen Lage ist also

<ab=2a b und folglich auch, wie ein Blick in die

Fig. 8 lehrt, “aa, = < 00,.

Daraus folgt nach einem

planimetrischen Satze, dafls die Sechnittpunkte A=—=aa,,
B = b b, auf einem durch Sund S, gehenden Kreise liegen. —
Aus Zaa = <ttt folgt, nebenbei bemerkt, ferner noch,
dafs ¢, in seiner neuen Lage Tangente an dem Kreise ist.
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§ 2. Harmonische Elemente.

14. Stereometrische Hiilfssitze, Der Fundamental-
satz(19 dieses Paragraphen wird durch stereometrische Be-
trachtungen gewonnen. Wir schicken daher, um den Beweis
nicht unterbrechen zu miissen, die zu benutzenden stereo-
metrischen Sitze voraus.

1. Zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, schneiden
sich in einem Punkte.

, 2. Zwei Geraden, die sich in einem Punkte schneiden,
liegen in einer Ebene.

3. Zwei Ebenen schneiden sich in einer Gerade.

4. Schneiden sich zwei Geraden, die in zwei ver-
schiedenen Ebenen liegen, so liegt ihr Schnittpunkt in der
Schnittlinie beider Ebenen.

5. Vier Punkte lassen sich immer als die Ecken eines
(riumlichen oder ebenen) Vierecks ansehen.

Lehrsatz: Wenn zwel Gegenseiten eines Vierecks sich
schneiden, so schneiden sich auch die anderen Gegenseiten
des Vierecks.

Beweis: Wenn die Gegenseiten A A und BT des Vier-
ecks AABT sich in P schneiden, so liegen die vier Ecken
in der Ebene P A B; alle Verbindungslinien der Ecken liegen
daher in einer Ebene, folglich schneiden sie sich(4),

6. Lehrsatz: Wenn je zwet von drei Geraden sich schneiden,
so liegen die drei Geraden in einer Ebene oder gehen durch
einen Punki.

Beweis: Nach der Voraussetzung schneiden sich & und
cin 4, ¢ und ¢ in 5, @ und b in C. Fillt A nicht mit B
(und folglich auch nicht mit C) zusammen, so liegen die
drei Geraden in der Ebene A B C. Fillt dagegen 4 mit
B (und folglich auch mit C) zusammen, so gehen die drei
Geraden durch einen Punkt.

-

4

15. Perspektiv liegende Dreiecke. In einer Ebene o 15

liege das Dreieck 4.5 C mit den Seiten a b ¢; in einer zweiten
Ebene o, (oder auch in derselben Ebene ¢) das Dreieck
ABT mit den Seiten a8 y. Wir wollen die Ecken 4 und
A, B und B, C und ' einander zuweisen und sie kurz
homolog® nennen. Die Verbindungslinien homologer Ecken
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nennen wir homologe Seiten. Durch die Zuordnung der
Keken der beiden Dreiecke ist dann auch jeder Seite des
“einen Dreiecks eine bestimmte Seite des andern zugeordnet.
Und umgekehrt. —

1. Lehrsatz: Wenn die drer Punkte, in denen sich
die homologen Seiten zweier zugeordneten Dreiecke schneiden,
in einer Gerade liegen, so gehen die drei Geraden, welche
die homologen Ecken verbinden, durch einen Punkt.

Beweis: Die beiden in derselben Ebene ¢ liegenden,
zugeordneten Dreiecke seien 4 B C und 4, B, €, (Fig. 9);
die drei Punkte, in denen
die Seiten ab¢ des Dreiecks
AB C von den homologen
Seiten a, 0, ¢, des Dreiecks

, B, C, geschnitten
werden, seien P Q R; die
Gerade, in der nach der
Voraussetzung die drei
Punkte P Q R liegen,
heifse 7.

Wir legen durch die
Gerade ¢ eine (in der Figur
nicht gezeichnete) beliebige
Ebene o, und ziehen in dieser durch die drei Punkte P QR
drei beliebige Geraden « 8y, die sich in den Punkten ABT
schneiden. Wir betrachten zuniichst die beiden Dreiecke
ABC und ABT. Da BC und BT sich in P schneiden,
so miissen sich auch die Verbindungslinien BB und CT
schneiden(14); ebenso miissen sich die Verbindungslinien CT
und 4 A und die Verbindungslinien 4 A und B B schneiden.
Da diese drei Verbindungslinien nicht in einer Ebene liegen,
weil die Ebenen A B (= ¢ und AB [ = o, nicht zusammen-
fallen, so gehen die drei Verbindungslinien 4 A, BB, CT
durch einen Punkt S,

Durch Betrachtung der Dreiecke 4, B, C, und ABT
ergiebt sich in derselben Weise, dafs die Verbindungslinien
A, A, B, B, (T durch einen Punkt S, gehen.

Den Punkt, in dem die Ebene o der Dreiecke A BC
und 4, B, C; durch die Verbindungslinie der beiden Punkte
S und S, geschnitten wird, nennen wir 7. Weil nun S 4

Fig. 9.
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and 8, 4, nach der Konstruktion sich in A schneiden, miissen
sich auch S, und A A schneiden®%), mit andern
Worten, 4 A, muls durch 7" gehen. Ebenso miissen B B,
und CC, durch 7' gehen. —

9. Lehrsatz: Wenn die drei Geraden, welche die
homologen FEcken zweier zugeordneten Dreiecke verbinden,
durch einen Punkt gehen, so liegen die drei Punkte, in
denen sich die homologen Seiten schneiden, in einer Gerade.

Beweis: Wir legen durch den Punkt 7' (Fig. 9), in dem
sich nach der Voraussetzung die drei Verbindungslinien homo-
loger Ecken A A, BB, CC, schneiden, eine beliebige,
nicht in ¢ liegende (in der Figur nicht gezeichnete) Gerade
und nehmen in dieser zwei beliebige Punkte S und S, an.
Weil SS, und 4 4, durch T gehen, so miissen sich auch
SA4 und S, 4, in einem Punkte A schneiden (4); ebenso
schneiden sich S B und S, B, in einem Punkte B, S C und
S, C, in einem Punkte I'. Die drei Punkte A BT bestimmen
eine Ebene o,, die die Ebene ¢ in der Gerade ¢ schneiden
moge (14),

Die Geraden B C und B, C; schneiden sich(4), weil
sie beide in der Ebene ¢ liegen; die Geraden B C und B T
schneiden sich, weil BB und CT durch S gehen(4%); die
Geraden B, C, und BT schneiden sich, weil B, B und C, I
durch S, gehen(4. Die drei Geraden B C, B, C, BT, von
denen, wie wir sehen, je zwei sich schneiden, kinnen aber
nicht in einer Ebene ¢ liegen, weil sonst B (und I') und mithin
auch S gegen die Konstruktion in o liegen miifste; sie gehen
daher (40 durch einen Punkt P, und dieser liegt, weil z. B.
B C und BT in zwei verschiedenen Ebenen ¢ und o, liegen,
in der Schnittlinie ¢ von ¢ und o¢,0%. B C und B, C,
sehneiden sich also in einem Punkte P von ¢, — Ebenso liegt
auch der Schnittpunkt Q@ von CA und €, 4, und der
Schnittpunkt R von A B und 4, B, in ¢

Anmerkung. Wenn von zwei zugeordneten Dreiecken
ABC und A, B, C, entweder die Schnittpunkte homologer
Seiten in einer Gerade liegen oder die Verbindungslinien
homologer Ecken durch einen Punkt gehen, so heifsen die
Dreiecke perspektiv liegend. — Dieser (durch stereometrische
Betrachtungen gewonnene) Lehrsatz (von Desargues) tiber per-
spektiv liegende Dreiecke bildet die Grundlage der Lehre von
den harmonischen Elementen und damit der Geometrie der Lage.
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16. Viereck. Vier Punkte
einer Ebene konnen durch
sechs Geraden verbunden wer-
den. Nimmt man die vier
Punkte zu Ecken eines Vier-
ecks und nennt die Verbin-
dungslinien Seiten, so lautet
der vorstehende Satz:

Ein Viereck hat sechs Seiten.

Zwei Seiten, die nicht durch
dieselbe Ecke gehen, heifsen

(Gegensetten;

der Schnittpunkt zweier
Gegenseiten heilst Diagonal-
punkt;

die Verbindungslinie zweier
Diagonalpunkte heifst Diago-
nallinde.

Ein Viereck hat demnach
drei Paar Gegenseiten, drei
Diagonalpunkte und drei Dia-~
gonallinien.

Die vier Ecken nennen wir
A ABT (Fig. 10); die drei von
A ausgehenden Seiten ab e,

ihre Gegenseiten a, b, ¢,.
Ferner fiihren wir fir die Dia-
gonalpunkte und Diagonal-
linien die Bezeichnung ein:
aa,=P; bb = Q; ce,=R.
QR=p; RP=gq; PQ=r.

I. Der Kegelschnitt.

16. Vierseit. Vier Geraden
einer Ebene schneiden sich
in sechs Punkten. Nimmt
man die vier Geraden zu
Seiten eines Vierseits und
nennt die Schnittpunkte Ecken,
so lautet der vorstehende Satz:

Ein Vierseit hat sechs Ecken.

Zwei Ecken, die nicht in
derselben Seite liegen, heilsen
Gegenecken;

die Verbindungslinie zweier
Gegenecken heilst Diagonal-

linie ;

der Schnittpunkt zweier
Diagonallinien heilstDiagonal-
punkt.

Ein Vierseit hat demnach
drei Paar Gegenecken, drei
Diagonallinien und drei Dia-
gonalpunkte.

Die vier Seiten nennen wir
dapy (Fig.11); die dreiin o
liegenden Ecken 4 B C, ihre
Gegenecken 4, B, C,. Ferner
fihren wir fiir die Diagonal-
linien und Diagonalpunkte die
Bezeichnung ein:

AA,=p; BBlzq; CCl': r.
gr = P; mp = pg = R.
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Zusatz. Um  fiir die im
folgenden sich ergebenden
Beziehungen zwischen den
Seiten und Diagonallinien
eines Vierecks einen kurzen
Ausdruck zu gewinnen, ordnen
wir die Seiten und Diagonal-
linien einander zu und zwar
jeder Seite (und ihrer Gegen-
seite) die Diagonallinie, welche
die beiden nicht in der Seite
liegenden Diagonalpunkte ver-
bindet, sodals einander zu-
geordnet heifsen

a (a,) und p; b (b)) und g¢;
¢ (¢) und 7.

Anmerkung. In der Plani-
metrie legt man den Ecken
eines Vierecks eine bestimmte
Reihenfolge bei und nennt nur
die Verbindungslinie von zwei
aufernander folgenden Ecken
Seite, sodafls ein plani-
metrisches Viereck vier Seiten
hat. Ein solches Viereck
heilst ein einfaches im Gegen-
satz zum unsrigen, das wohl
auch ein vollstindiges genannt
wird.

Allgemein heifst ein Vieleck
ein einfaches, wenn den Ecken
eine bestimmte Reihenfolge
beigelegt ist; ein einfaches
Vieleck hat ebensoviel Seiten
wie Ecken.

15

Zusatz. Um fir die im
folgenden sich ergebenden
Beziehungen zwischen den
Ecken und Diagonalpunkten
eines Vierseits einen kurzen
Ausdruck zu gewinnen, ordnen
wir die Ecken und Diagonal-
punkte einander zu und zwar
jeder Ecke (und ihrer Gegen-
ecke) den Diagonalpunkt, in
welchem die beiden nicht
durch die Ecke gehenden
Diagonallinien sich schneiden,
sodafs einander zugeordnet
heifsen ‘

A (A))und P; B (B)) und Q;
C (C) und R.

Anmerkung. In der Plani-
metrie legt man den Seiten
eines Vierseits eine bestimmte
Reihenfolge bei und nennt nur
den Schnittpunkt von zwei
aufeinander folgenden Seiten
Ecke, sodafls ein planimetri-
sches Vierseit vier Ecken
hat. Ein solches Vierseit
heilst ein einfaches im Gegen-
satz zum unsrigen, das wohl
auch ein vollstindiges genannt
wird.

Allgemein heiflst ein Vielseit
ein einfaches, wenn den Seiten
eine bestimmte Reihenfolge
beigelegt ist; ein einfaches
Vielseit hat ebensoviel Ecken
wie Seiten.

17. Konstruktion eines Vierecks.
Aufgabe: Es sind drei Punkte P QW gegeben,

die in einer Gerade liegen.

Man soll ein Viereck

zeichnen, von dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind,

Z

17
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wihrend eine Seite des dritten Diagonalpunktes durch
W geht.

Losung: Wir legen durch P zwei beliebige Geraden
a und a,, die von einer beliebigen durch W gelegten Gerade
¢ in A und I geschnitten werden. Bezeichnen wir dann den
Punkt, in welchem « von der Verbindungslinie Q' geschnitten
wird, durch A, und den Punkt, in welechem a, von QA ge-
schnitten wird, durch B, so bilden A AB T die Ecken eines
der verlangten Vierecke.

A Amnmerkung. Spiter %) werden wir sehen, dafs die Zeich-
nung des Punktes W, in dem die Seite A B die Diagonallinie
P () schneidet, fiir die Lehre von den harmonischen Punkten
von der grilsten Wichtigkeit ist. Der Leser hat sich daher
mit der vorstehenden Konstruktion vollstindig vertraut zu
machen; er hat sie fiir verschiedene Lagen der Punkte P QW
und unter Abdnderung der Lage der willkiirlich angenom-
menen Geraden aa, ¢ zu wiederholen und einzuiiben. Je
griindlicher er diese Konstruktion beherrscht und die Einzel-
heiten der Vierecksfigur in sich aufnimmt, um so schneller
wird er die folgenden S#tze verstehen.

18 18. Zwei Diagonalpunkte und die Gegenseiten des
dritten Diagonalpunktes. Zeichnen wir nach Nr. 17 zwes
Vierecke (Iig. 12), von denen P und @ zwei Diagonalpunkte
sind, so behaupten wir: Wenn die Seiten ¢ und ¢' der dritten
Diagonalpunkte &2 und R’ sich in W schneiden, so gehen

oA die Gegenseiten ¢, und ¢,’
i dieser Seiten ¢ und ¢’ durch
einen und denselben Punkt

W, der gemeinsamen Dia-

gonallinie @, mit andern

Worten:

Wir behaupten, dafls der
Punkt W, von der Wahl
desVierecks AABT un-
abhiingig, also nur von
der Lage der drei Punkte

Fig. 12. P QW abhingig ist.
Beweis: Jedes der beiden gezeichneten Vierecke AABT
und A" A" B' T’ zerlegen wir in zwei Dreiecke und betrachten
zundichst AT A und A’ I’ A’. Diese beiden Dreiecke liegen
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perspektiv 124, weil der Schnittpunkt W von AT und
A'T'  der Schnittpunkt P von AA und A’ A’, der Schnitt-
punkt @ von AT und A’'T’ in einer Gerade liegen. Die drei
(in der Figur nicht gezeichneten) Verbindungslinien homo-
loger Ecken A A", [T, AA’ gehen daher®) durch einen Punkt
T.— Ferner liegen die Dreiecke AT B und A’ I'" B perspektiv;
es gehen daher (%) die drei Verbindungslinien AA", T T, BB’
durch einen Punkt, mit andern Worten, B B’ geht durch den
Schnittpunkt von A A" und [ [, d. i. 7.

Betrachten wir schliefslich die beiden Dreiecke ABT
und A’ B' T, so liegen diese perspektiv, weil, wie wir eben
bewiesen haben, die Verbindungslinien homologer Ecken
AN BB, I'T’" durch einen Punkt 7' gehen. Weil nun BT
und B' T’ sich in 2, T A und T’ A’ sich in Q schneiden, so
miissen A B und A’B’ durch einen und denselben Punkt W,
von £ () 1% gehen.

19. Vertauschbarkeit der Punktpaare. Die drei1?
Punkte 2 @ W, von denen wir beim vorhergehenden Satz aus-
gingen, sind nicht gleichartig. Wir wollen dies dadurch an-
deuten, dafs wir die Punkte Pund @, die Diagonalpunkte unserer
Vierecke sind, ein Punktpaar nennen und beim Schreiben
von W trennen: P Q.W. Es ist dann (8 durch P Q.W der
Punkt W, eindeutig bestimmt. Es fragt sich nun, ob wir,
ausgehend von W W, . (Q, zum Punkte P gelangen.

Wir nehmen also an (Fig. 13), dals von dem Viereck AAB T
die beiden Punkte £ und ;
Q zwei Diagonalpunkte
sind und dafs die beiden
Punkte W und W, auf
den Gegenseiten des drit-
ten Diagonalpunktes R
liegen. Betrachten wir die
beiden Dreiecke A A ()
und W, W R und ordnen
die Ecken in der hinge-
schriebenen Reihenfolge
einander zu(%, so sehen
wir, dafs der Schnitt-
punkt P von AA und W, W, der Schnittpunkt [ von A Q
und W R, der Schnittpunkt B von QA und R W, in einer

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 2
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Gerade liegen. Es gehen daher (%) die Verbindungslinien
homologer Ecken AW,, AW, Q R durch einen Punkt S. Wir
haben damit ein Viereck SR A A gezeichnet, von dem W
und W, zwei Diagonalpunkte sind, wihrend die Seite SR
des dritten Diagonalpunktes durch @ geht. Da die Gegen-
seite AA von S R durch P geht, so erkennen wir, dals wir,
ausgehend von W W, . ¢, zum Punkt P gelangen; die beiden
Punktpaare P Q und W W, kinnen also miteinander ver-
tauscht werden.

20 20. Harmonische Punkte. Auf den in den Nummern 18
und 19 gewonnenen Ergebnissen werden die folgenden Siitze
aufgebaut; es ist daher notig, diese Ergebnisse in einem
knappen, fir die Anwendung bequemen Ausdruck zusammen-

zufagsen. Zu einem solchen Ausdruck gelangen wir mit
Hiilfe der

1. Definition: Zwer Diagonalpunkte eines Vierecks
und diejenigen beiden Punkte threr Verbindungslinie, welche
auf den Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes legen,
heifsen vier harmonische Punkte; ste bilden, wie man auch
sagt, einen harmonischen Wurf (101,

Ein harmonischer Wurf besteht aus zwei gleichartigen
(9 Punktpaaren P und WW,; wir bezeichnen ihn durch
PQ.WW, oder WW, .QP usw.
Die Ergebnisse von 18 und 19 konnem wir jetzt so
aussprechen :
2. Lehrsatz: Durch ein Punktpaar und etnen Punkt
st der vierte harmonische Punkt bestimmi
oder
Stimmen zwei harmonische Wiirfe in  einem Punkt-
paar und einem Punkt diberein, so stimmen sie auch im
vierten Punkt tiberein.
In Zeichen: Wenn PQ.WW, und W,W.PQ

zwei harmonische Wiirfe sind, so fillt W, in W,.

21 21. Harmonische Strahlen. Die folgende Konstruktion :
Wir verbinden den Punkt S mit dem Punkt A und bestimmen
den Schnittpunkt 4, dieser Verbindungslinie S A mit einer
Gerade t,, beschreiben wir kurz mit den Worten: Wir pro-
jizieren (vgl. 11) den Punkt A aus dem Punkte S auf die
Gerade ¢,.
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Wenn wir nun die vier harmonischen Punkte®» A B.CD
aus irgend einem Punkte S auf die beliebige Gerade ¢, pro-
jizieren, so bilden 4, B, ., D,, wie wir beweisen wollen,
wieder einen harmonischen Wurf. Zunichst beweisen wir
den Satz aber nicht fiir eine beliebige, sondern fiir eine
durch den Punkt ) gehende Gerade.

Wir projizieren (Fig. 14) den Punkt C, aus 4 auf S (B)
und aus B auf S(.1). Bezeichnen wir den Schnittpunkt
von C, 4 und S(B) durch B, den Schnittpunkt von C, B
uvnd S (4) durch A, so bilden
S C, AB ein Viereck, von
dem A4 und B zwei Diagonal-
punkte sind, wihrend eine
Seite des dritten Diagonal-
punktes durch € geht; die
Gegenseite AB muls daher()
durch D gehen. Betrachten
wir nun das Viereck .1 BAB,
so sehen wir, dals von diesem
C, und D zwei Diagonal-
punkte sind, wihrend die
Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes S durch -1, und B,
gehen; A4, B, . C, D sind also@ vier harmonische Punkte. —

Wir wenden uns jetzt zu demn allgemeinen Fall: Wir
projizieren also die vier harmonischen Punkte A B.C.D
aus S auf eine beliebige (nicht durch D gehende) Gerade ¢,
und hehaupten, dafs .1, B, . C; D, ebenfalls vier harmonische
Punkte sind.

Verbinden wir .1, und D und bezeichnen die Punkte,
in denen diese Verbindungslinie von den Projektionsstrahlen
S(B) und S (C) geschnitten wird, durch B und C’, so sind
nach dem eben gefiithrten Beweise, weil 4 B.C.D vier
harmonisehe Punkte sind, auch 4, B'.C' D vier harmonische
Punkte; und weil <, 3". C" D vier harmonische Punkte sind,
sind es auch 4, B, .C, D,. Dabher:

1. Lehrsatz: Durch Projektion eines harmonischen
Wurfes erhalten wir wieder einen harmonischen Wurf.

Fir manche Anwendungen ist es vorteilhaft, diesem
Satz durch FEinfithrung des Begriffes der harmonischen

Strahlen eine andere Form zu geben.
9%
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2. Definition: Vier Straklen heifsen harmonisch,
wenn sie durch vier harmonische Punkte gehen.

3. Lehrsatz: Vier harmonische Stralhlen schneiden
jede Gerade in vier harmonischen Punkten.

22 22. Harmonische Ebenen.

1. Definition: Vier Ebenen eines Ebenenbiischels®
heifsen harmonisch, wenn sie durch vier harmonische
Punkte gehen.

2. Lehrsatz: Vier harmonische Fbenen eines Biischels
schneiden jede Fbene in vier harmonischen Strallen.

Beweis: Eine beliebige Ebene ¢, die nicht durch die
Achse® ¢ des Ebenenbiischels geht, werde von den vier
harmonischen Ebenen « 5.y d des Biischels in den Strahlen
a, b, . ¢, d, geschnitten; es ist zu beweisen, dafs a, b, . ¢, d,
durch vier harmonische Punkte gehen@!2),

Wir verbinden einen beliebigen Punkt S der Achse ¢
mit den vier harmonischen Punkten A 3. C D), durch welche
nach der Voraussetzung die vier Ebenen a«p.yd gehen.
Weil S 4 und o, in der Ebene « liegen, so schneidet S .4
den Strahl @, in einem Punkte A,(*); ferner schneiden die
Verbindungslinien S B, SC, SD die Strahlen b, ¢ d, in
B, C, D,. Diese vier Punkte 4, B, .C, D, sind harmonisch,
weil sie die Projektion des harmonischen Wurfes 4 B.CD
bilden®w, —

3. Lehrsatz: Die vier Ebenen, durch welche vier
harmonische Strahlen aus einem beliebigen Punkte
projiziert werden, bilden einen harmonischen Wurf.

Beweis: Die vier Ebenen, welche den beliebigen Punkt 7
mit den vier harmonischen Strahlen ab.c¢d des Mittel-
punktes S verbinden, gehiren dem Ebenenbiischel mit der
Achse 7'S an. Nach der Voraussetzung gehen ad.cd
durch vier harmonische Punkte® 4 B.C D; durch diese
gehen auch die vier Ebenen von 7'S. —

4. Lehrsatz: Vier harmonische Ebenen schneiden jede
Gerade in vier harmonischen Punkten.

Beweis: Wir legen durch die Gerade ¢, welche von
den vier harmonischen Ebenen in den Punkten A B.CD
geschnitten wird, eine beliebige Ebene ¢. Diese wird @)
von den vier harmonischen Ebenen in vier harmonischen
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Strahlen ab.c¢d geschnitten. Da diese vier harmonischen
Strahlen durch 4 B.CD gehen, so sind 4 B.CD vier
harmonische Punkte (@),

23. Harmonische Elemente. Haben wir die beiden har- 2
monischen Strahlenwiirfe p ¢.ww, und p ¢.ww,, die in den
drei Strahlen pquw iibereinstimmen, so miissen sie auch im
vierten iibereinstimmen; denn die beiden harmonischen
Punktwiirfe Q. WW, und PQ.W W,, in denen eine be-
liebige Gerade von unsern beiden harmonischen Strahlen-
wiirfen geschnitten wird®!s), sind identisch(),

Da sich dasselbe von zwei harmonischen Ebenenwiirfen,
die in drei Ebenen fibereinstimmen, aussagen ldfst, so ist
der Satz Nr. 20, nicht blofs fiir Punkte, sondern fiir alle
Elemente giiltig:

Durch ein Elementenpaar und ein Element st das
vierte harmonische Element bestimmt.

24. Harmoniseche Punkte eines Vierecks. Bilden 24
wir aus den vier harmonischen Punkten PQ.W W, die
drei Wiirfe

PW.QW,; PW,.QW: PQ.WW,

so mufs einer und nur einer dieser drei Wiirfe elliptisch
sein (19,

Wire dieser Wurf P W. Q W,
(Fig. 15), so miifste, wenn wir
ihn aus A auf AB projizierten,
AR.B W, ein elliptischer Wurf
sein 105 gleichzeitiz miifste, wie
wir durch Projektion des Wurfes
PW.QW, ausT erkennen, BR.AW,
ein elliptischer Wurf sein. Da
dies nicht moglich ist(%), so kann
FPW.QW, kein aus zwei getrennten Punktpaaren be-
stehender Wurf sein.

Ebenso iiberzengt man sich davon, dals auch PW, . QW
kein elliptischer Wurf sein kann. Daher besteht der Wurf

P Q. W W, aus zwei getrennten Punktpaaren(%:

1. Lehrsatz: Die beiden Punktpaare, die einen har-
monischen Wury' bilden, trennen einander.
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Aus diesem Lehrsatz ergiebt sich®%) mit Hiilfe der in
Nr. 11 7Z eingefiihrten Ausdrucksweise :
2. Je zwei Diagonalpunkte eines Vierecks werden
durch die beiden Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes
harmonisch getrennt. — :

Aus der Fig. 15 ergiebt sich noch durch Projektion
des harmonischen Wurfes P Q. W W, aus A (oder I') auf
die Vierecksseite AB, dals AB.ZIX W, ein harmonischer
Wurf ist@1);

3. Je zwei Ecken eines Vierecks, der in ihrer Ver-
bindungslinie liegende Diagonalpunkt und die zu-
geordnete 16 9 Diagonallinie bilden einen harmo-
nischen Wurf.

2 25. Harmonische Strahlen eines Vierseits. Wir be-
trachten ein Vierseit d « 8y (Fig. 16)
mit den Gegenecken 4.4, . BB,.CC,.
Zwei Paar Gegenecken, z. B. 4 A,
und B B, lassen sich als die Ecken
eines Vierecks auffassen, von welchem
das dritte Paar Gegenecken C C,
zwei Diagonalpunkte sind; die Dia-
gonallinien p und ¢ sind die Gegen-
seiten des dritten Diagonalpunktes.
Fig. 16. Wir konnen daher den Inhalt von
Nr. 24, auch vermittelst des Vierseits ausdriicken:

1. Je 2wei Diagonallinien eines Vierseits werden durch
die beiden Gegenecken der dritten Diagonallinie harmonisch
getrennt.

Weil, wie wir eben sahen, CC,.Q P (Fig. 16) vier
harmonische Punkte und daber ihre Verbindungslinien mit
A vier harmonische Strahlen®'? gind, so haben wir:

2. Je zwei Seiten eines Vierseits, die durch ihren
Schnittpunkt gehende Diagonallinie und der zugeord-
netet2 Diagonalpunkt hilden einen harmonischen Wurf.

% 26. Konstruktion des vierten harmonischen
Elementes.
1. Aufgabe: Den von einem gegebenen Punkte durch
e gegebenes Punktpaar harmonisch —getrennten Punkt
zu zetchuen.
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Die Aufgabe: Den von W durch 2 und @ harmonisch
getrennten Punkt (W,) zu zeichnen, ist in Nr. 17 bereits
gelost. -——

2. Aufgabe: Den von ¢inem gegebenen Strahl durch
ein gegebenes Strahlenpaar harmonisch getrennten Strahl
zu zeichnen.

Die Zeichnung, die sich durch duale Ubertragung(® aus
Nr. 17 ableiten lilst, wird dem Lernenden tiberlassen.

Eine andere Losung ergiebt sich dadurch, dalfs man
die drei gegebenen Strahlen durch eine beliebige Gerade
schneidet und zu den drei Schnittpunkten den vierten har-
monischen Punkt zeichnet. — Auch die Ausfiilhrung dieser
Zeichnung wird dem Lernenden empfohlen.

Zusatz. Verfolgt man die Konstruktion®? fiir den Fall,
dafs der Punkt @ in den Punkt P f#llt, so erkennt man,
dafs die Punkte A und B mit /” zusammenfallen; daher fallt
auch W, in P. — Lifst man den Punkt W in Q fallen,
so fillt A in A wnd B in I, der Punkt W, also in Q.

Ahnliches ergiebt sich fiir die duale 2. Aufgabe. Daher:

Wenn eins von vier harmonischen Elementen mit einem
zwetten zusammenfillt, so fallt es auch noch mit einem
dritten zusammen.

27.% Mittelpunkt und uneigentlicher Punkt einer
Strecke. Die Geometrie der Lage hat vor der Planimetrie den
grofsen Vorzug, dafs sie ihre Sitze immer in der allgemeinsten
Form gewinnt, so dafs sich viele planimetrische Sitze als
besondere Fille aus den Siitzen der Geometrie der Lage
ablesen lassen. Wir beweisen daher in dieser und der
folgenden Nummer zwei Sitze, die wir spéter bei der Ab-
leitung planimetrischer Sitze vielfach verwerten werden.

Aufgabe: Den Punkt einer Strecke zu finden, der
von dem uneigentlichen® Punkte durch die beiden
Endpunkte harmonisch getrennt ist.

Losung: Wenn 2 und Q (Fig. 17) die Endpunkte der
Strecke sind und W., der uneigentliche Punkt, so legen
wir(? durch P zwei beliebige Strahlen, die von einem be-
liebig durch W,, gelegten Strahl, d. i® von einer be-
liebigen Parallele zu P @, in A und I geschnitten werden.
Treffen die Verbindungslinien QT und QA die durch P

[
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gelegten Strahlen in A und B, so schneidet A B die Strecke
P @ in dem vierten harmonischen Punkte W.

Wir behaupten, dals der gezeichnete vierte harmonische
Punkt W der Mittelpunkt von P ¢ ist. — Sehen wir zu-
nichst A und dann B als Strahlen-
mittelpunkt an, so haben wir nach
einem Satze der Proportionslehre

WP:RA=WQ:RT
WP:RT=W{Q:RA,
folglich durch Multiplikation W P2
il w i ¢ B, —WQ. Daraus folgt entweder

Fig. 17 WP=WQ oder WP=—WQ.
Wire WP=WQ, so fielen P und Q zusammen. Es ist
daher WP=—WQ, d. h. W ist der Mittelpunkt von P Q.
Das Ergebnis sprechen wir aus in dem

1. Lehrsatz: Die Endpunkte, der Mittelpunkt und der

uneigentliche Punkt einer Strecke sind vier harmonische Punkte,

Da durch drei Punkte der vierte harmonische bestimmt
ist @%), 5o lifst sich dem vorstehenden Satze die Form geben:

2. Wenn wvon vier harmonischen Punkten der eine
der uneigentliche (der Mittelpunkt) ist, so ist der zugeord-
nete der Mittelpunkt (der uneigentliche).

28 28% Zwei Strahlen und die Halbierungslinien ihrer
Winkel.
1. Zwei Strahlen und die Halbierungslinien der beiden
von den Strahlen gebildeten Winkel bilden einen harmonischen
Wuzy.

Beweis: « und b (Fig. 18) seien die beiden Strahlen
und ¢ und d die Halbierungs-
linien der durch a und & bestimm-
ten Nebenwinkel. Wir verbinden
einen beliebigen Punkt C der Hal-
bierungslinie ¢ mit dem uneigentlichen
Punkte D ., der zweiten Halbierungs-
linie d und bezeichnen die Punkte,
in denen diese Verbindungslinie die
Strahlen ¢ und & schneidet, durch A
und B. Weil die Halbierungslinien
¢ und ¢ aufeinander senkrecht stehen,
so ist £8CA=SCB und daher
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Dreieck SCA=SCB, folglich AC—=CB. Es sind
also @ A B.CD ,, vier harmonische Punkte und folglich @2
ab.cd vier harmonische Strahlen, —

Da durch drei Strahlen der vierte harmonische bestimmt
ist@) so lifst sich dem vorstehenden Satz auch die Form
geben:

2. Wenn von vier harmonischen Strallen a b . cd der eine
¢ den Winkel ab halbiert, so halbiert der ¢ zugeordnete
Strahl d den Nebenwinkel von ab. —

3. Wenn zwei zugeordnete Strahlen eines harmonischen
Wurfes auf einander senkrecht stelen, so halbieren sie die von
den beiden andern zugeordneten Strahlen gebildeten Winkel.

Beweis: Verbinden wir wieder einen beliebigen Punkt
C (Fig. 18) des einen der beiden senkrecht aufeinander-
stehenden Strahlen ¢ und ¢ mit dem unendlich fernen Punkt
D, des andern, so sind, weil ab.cd nach der Voraus-
setzung harmonische Strahlen sind, 4 B.C D 4, vier har-
monische Punkte @9, Mithin ist C der Mittelpunkt von 4 .B
27 und daher Dreieck SC 4= S C B, folglich < a¢=c0.

§ 3. Projektive Verwandtschaft gerader
Grundgebilde.

29. Homologe Elemente in zwei geraden Grund- .

gebilden. In Nr. 6 haben wir die einfachste Art, die Elemente
eines Strahlenbiischels und einer Punktreihe einander zu-
zuordnen, kennen gelernt: Wir wiesen jedem Strahl a des
Biischels S den Punkt 4 der Punktreihe s zu, in dem s
von a geschnitten wird. In Nr.7 lernten wir dann z. B. zwei
Strahlenbtischel S und S, aufeinander beziehen: Wir nahmen
eine Punktreihe s zu Hiilfe und wiesen die Strahlen von
S und 8, einander als homolog zu, die durch denselben
Punkt von s gehen.

Diese in Nr. 6 und 7 gelehrte Zuordnung zweier ge-
raden Grundgebilde® konnten wir die direkte nennen zum
Unterschied von der folgenden,
bei welcher wir, um zwei | bei welcher wir, um zwei
Strahlenbiischel S und S, auf- | Punktreihen s und s, aufein-
einander zu beziehen, einen | ander zu beziehen, eine dritte
dritten beliebigen Strahlen- | beliebige Punktreihe ¢ zu Hiilfe
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biisehel ¥ zu Hiilfe nehmen
und diesen nach 7 vermittelst
einer beliebigen Punktreihe s
auf S und vermittelst einer
zweiten beliehigen Punktreihe

s, auf S, bezichen.

Fig. 19.

Dem Strahl ¢ von S (Fig.19)
ordnen wir also einen Strahl
a, von S, durch die folgende
Konstruktion zu: Wir bestim-
men den Schnittpunkt s («)
= 4 und ziehen die Verbin-
dungslinie ¥ (4) = «; der
Schuittpunkt s, (¢) = .1, wird
dann aus S, durch den «
homologen Strahl a, projiziert.

nehmen und diese mnach 7

vermittelst eines beliebigen
Strahlenbiischels S auf s und
vermittelst eines zweiten be-
liebigen Strahlenbiischels S,
auf s, beziehen.

Fig. 20.

Dem Punkt 4 von s (Fig. 20)
ordnen wir also einen Punkt
A, von s, durch die folgende
Konstruktion zu: Wir ziehen
die Verbindungslinie S (4)
= a und bestimmen den
Schnittpunkt ¢ (a) = A; die
Verbindungslinie S, (A) = a,
schneidet dann s, in dem A
homologen Punkte A,.

Anmerkung. Das Studium der eben gezeichneten Figur

wird uns von jetzt an ununterbrochen beschiiftigen.

Die

vorstehende Konstruktion ist daher fiir verschiedene Lagen
des Punktes ¥ und der Hiilfsgeraden s und s, zu wieder-
holen und inshesondere auch fiir den Fall einzuiiben, dals
s durch S, und s, durch S geht.

30. Projektive Verwandtschaft.

Die friither ¢ D

direkt aufeinander bezogenen Gebilde nannten wir per-
spektiv; fir die nach unserm jetzigen @ Verfahren auf-
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einander bezogenen einférmigen Grundgebilde wollen wir
das Wort projektiv einfithren. Da wir statt eines Strahlen-
biischels ¥ zwischen S und S, noch mehrere X, %, .. ein-
schalten konnten, so geben wir fiir das Wort projektiv die
folgende
1. Definition: Zwe: gerade Grundgebilde heifsen pro-
jektiv, wenn sie die Endglieder einer Kette von perspektiv
liegenden Gebilden sind.

Hat die Kette nur zwei oder drei Glieder, so sind die
Endglieder in perspektiver Lage ©:7.  Die perspektive
Verwandtschaft ist also ein besonderer Fall der projektiven:

2. Perspektiv HegendeGrundgebilde sind projektiv.—

Aus der Definition folgt ferner:

3. Sind zwei gerade Grundgebilde einem dritten pro-
jektiv, so sind sie auch einander projektiv. —

Wenden wir den Satz @ iiber die Bewegung perspektiv
gugeordneter Elemente auf die aufeinanderfolgenden Glieder
einer Kette von perspektiv liegenden Gebilden an, so haben wir

4. Durchliuft ein Element ein einformiges Grund-
gebilde in einem bestimmten unveriinderlichen Sinn,
sodafs es nacheinander mit jedem Element des Gebildes
zusammentillt, so durchliuft das homologe Element ein
projektiv zugeordnetes Grundgebilde in einem bestimmten
unveriinderlichen Sinn, sodals es ebenfalls nacheinander
mit jedem Element dieses Gebildes zusammenfillt. —

Wenden wir ebenso den Satz @V iiber harmonische
Strahlen und fiir den Fall, dafls auch Ebenenbiischel unter
den Gliedern unserer Kette sind, den Satz @ itber harmonische
Ebenen auf die aufeinanderfolgenden Glieder der Kette an,
so haben wir

5. In zwei projektiven Grundgebilden sind vier Fle-
menten, die einen harmonischen Wurf bilden, vier Elemente
homolog, die wieder einen harmonischen Wurf bilden.

31. Konstruktion zweier projektiven Grundgebilde.
In Nr. 7 haben wir die Elemente zweier Grundgebilde, z. B.
zweier Strahlenbiischel Sund S, , einander perspektiv zugeordnet,
indem wir die Hiilfsgerade s willkiirlich annahmen. Durch
passende Wahl von s konnen wir nun eine perspektive Ver-
wandtschaft von der Art herstellen, dafs zwe: gegebenen
Strahlen ab von S zwei gegebene Strahlen @, b, von S,

(2]
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homolog sind: wir brauchen nur als Hiilfsgerade s der per-
spektiven Zuordnung die Verbindungslinie derjenigen beiden
Punkte zu nehmen, in denen sich die Strahlen aa, und die
Strahlen &b, schneiden.

In Nr. 29 haben wir die Strahlen zweier Strahlenbiischel
S und S, einander projekiiv zugeordnet, indem wir den Punkt
y und die Geraden s und s, willktirlich annahmen. Wir
wollen jetzt zeigen, dafs wir durch passende Wahl von X s,
eine projektive Verwandtschaft von der Art herstellen konnen,
dafs drei gegebenen Strahlen abe¢ von S drei gegebene

Strahlen a, b, ¢, von S, homolog sind.

Aufgabe: Zwer Strahlen-
bischel projektir so auf ein-
ander zu beziehen, dafs dret
gegebenen  Strahlen des einen
Biischels  drei  gegebene  des
andern homolog sind,

Allgemeine Lisung: Die Zu-
ordnung soll so erfolgen, dals
den Strahlen a6 ¢ (Fig. 21) des
einen Biischels S die Strahlen
a, by ¢, des andern Biischels
S, homolog sind. — Wir legen

.S

1
Fig. 21.

durch den Schnittpunkt zweier
homologen Strahlen,z.B. durch
aa, = A, zwei beliebige Ge-

Aufgabe: Zwet Punktrethen
projektiv so aufeinander zu be-
zichen, dafs drei gegebenen
Punkten der einen Rethe drer
gegebene der andern  homolog
sind,

Allgemeine Losung: Die Zu-
ordnung soll so erfolgen, dals
den Punkten 4 B C (Fig. 22)
der einen Reihe s die Punkte
4, B, C, der andern Reihe
s, homolog sind. — Wir wiihien

Y

auf
zweier
7. B. auf A A4, = «, zwei be-

der  Verbindungslinie
homologen Punkte,
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raden s und s, ziehen die
Verbindungslinie 2 der Schnitt-
punkte s (b) und s, (0,) und
die Verbindungslinie 7 der
Schnittpunkte s (¢) und s, (¢,)
und bestimmen den Sehnitt-
punkt gy = %. Beziehen wir
dann S und ¥ vermittelst s,
und ¥ und S, vermittelst s
auf einander (¥, so erhalten
wir die verlangte Zuordnung
der Strahlenbiischel S und S,.
— Ist z. B. d ein beliebiger
Strahl von .S, so bestimmt der
Schnittpunkt s (d) in £ den
Strahl 0 und der Schnittpunkt
s (0) in S, den gesuchten
homologen Strahl d,. —

Besondere Ldsungen: Unter
den verschiedenen Lagen, die
man den durch A = ac, gehen-
den Hiilfsgeraden s und s,
geben kann, sind zwei von
besonderer Wichtigkeit:

1. s und s, fallen mit den
Geraden zusammen, die A mit

liebige Punkte S und S, be-
stimmen den Schnittpunkt B
der Verbindungslinien S (B)
and S, (B,) und den Schnitt-
punkt I der Verbindungslinien
S(C) vnd S, (C,) und ziehen
die Verbindungslinie B = o.
Beziehen wir dann s und ¢
vermittelst S, und o und s,
vermittelst S, auf einander ),
so erhalten wir die verlangte
Zuordnung der Punktreihen s
und s,, —Ist z. B. D ein be-
liebiger Punkt von s, so be-
stimmt die Verbindungslinie
S (D) in ¢ den Punkt A und
die Verbindungslinie .S, (A)
in s, den gesuchten homologen
Punkt D,. —

Besondere Lisungen: Unter
den verschiedenen Lagen, die
man den auf ¢« —= A4, lie-
genden Hiilfspunkten S und
S, geben kann, sind zwei
von besonderer Wichtigkeit:

1. Sund §, fallen mit den
Punkten zusammen, in denen
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den Schnittpunkten der beiden | « von den Verbindungslinien
andern Paare von homologen | der beiden andern Paare von
Strahlen &b, und ¢c, verbinden | homologen Punkten B B, und
(Fig. 23); C C, geschnitten wird (Fig.24);

2. s fillt mit der Verbin- 2. S fillt mit dem Schnitt-
dungslinie AS, =—a, und s, = punkt ¢s, = A4, und S, mit
mit der Verbindungslinie A S | dem Schnittpunkt ¢s = A zu-
= a zusammen (Fig. 25). sammen (Fig. 26).

C
Z 7/
& \ \/ \/ .
%

\\

Fig. 9. i Fig. 26.

A Anmerkung.  Der Lernende darf nicht unterlassen, die
Zeichnungen zu diesen Lisungen selbstindig auszufiihren
und sie mit den Fig. 23—25 zu vergleichen; wir werden
von den besondern Losungen ofter Gebranch machen als
von der allgemeinen.

39 32. Fundamentalsatz. Unser nichstes Ziel ist, zu be-
weisen, dafs die durch die vorhergehende Konstruktion 3V
hergestellte projektive Verwandtschaft von der Wahl der
Hiilfsgeraden und Hilfspunkte unabhingig ist, dafs wir also
immer dieselbe Zuordnung in den Grundgebilden erhalten,
wie wir auch Hiilfsgeraden und Hilfspunkte wihlen mogen.
Um diese Behauptung z. B. fiir zwei Punktreihen s und s,
zu beweisen, haben wir zunichst zwei projektive Punktreihen
zu betrachten, die denselben Triiger haben, mit andern
Worten, den besondern Fall zu behandeln, dals die beiden
Geraden s und s, zusammenfallen. Sind also A4 B C irgend
drei Punkte von s und A, B, C; drei Punkte derselben
Gerade s, so haben wir eine projektive Verwandtsehaft her-
zustellen, in der den Punkten A B C die Punkte 4, B, C,
homolog sind. Wir erreichen dies, indem wir eine beliebige
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Gerade s’ zu Hiilfe nehmen, auf dieser drei beliebige Punkte
A' B'C’ wihlen und nun @V die Punktreihen s und s" projektiv
so aufeinander beziehen, erstens dals den Punkten 4 B C die
Punkte A’ B' ' homolog sind, und dann zweitens so, dafs
den Punkten A4, B, C, die Punkte 4’ B' (' homolog sind.
Auf diese Weise erhalten wir in s zwei projektive ¢ Punkt-
reihen der verlangten Art.

Wir wenden uns jetzt dem besondern Fall zu, dafs es
in den beiden in s konstruierten projektiven Punitreihen
dre? Punkte giebt, die mit ihren homologen zusammenfallen.
Bezeichnen wir diese der Reihe nach durch K L M (Fig. 27),
s0 setzen wir also voraus, dals K mit K,, L mit L,, M mit
M, zusammenfillt. '

- . T -
Durchlduft nun X ); 1;) v e i ‘7:1[ ]
die erste Punktreihe : L 2 1 <4
in dem unveriinder- Fig. 27.

lichen Sinn K 7. M, so durchlduft ®*) sein homologer Punkt
X, die zweite Punktreihe in dem Sinn K, 7, M, d.i., weil
KLM mit K, L, M, zusammenfallen, in demselben Sinn
wie X. Bei dieser Bewegung fillt der Punkt X nach der
Voraussetzung dreimal mit seinem homologen zusammen.
Wir wollen zeigen, dals er immer mit seinem homologen
zusammenfillt; zuniichst aber beweisen wir nur, dafs er un-
endlich oft mit seinem homologen zusammenfillt.

Ist niimlich N der von M dureh K und L harmonisch
getrennte Punkt, so wissen wir ®%), dafs denPunkten K .. M N,
die einen harmonischen Wurf bilden, vier Punkte homolog
sind, die wieder einen harmonischen Wurf bilden. Zeichnen
wir also den von M, durch K, und L, harmonisch getrennten
Punkt N,, so ist dieser dem Punkt N homolog. Da aber
unsere beiden harmonischen Wiirfe K L. M Nund K, L, . M, N,
in drei Punkten iibereinstimmen, so fallt NV, in V%), Ebenso
konnen wir beweisen, dals der von M durch K und IV har-
monisch getrennte Punkt mit seinem homologen zusammen-
fallt usw. —

Wir folgen nun dem Punkte X, wihrend er sich im
Sinn K L M von K nach L bewegt. In K fillt er noch
mit dem homologen zusammen; wiirde er also auf diesem
Wege in einem folgenden Punkte U nicht mehr mit seinem
homologen zusammenfallen, so miilste er sich beim Uber-
schreiten eines vor U liegenden Punktes P (vielleicht schon
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gleich in K) von seinem homologen getrennt haben; bei der
weitern Bewegung, also hinter U, wiirde er wieder mit seinem
homologen zusammenfallen, etwa in Q) (moglicherweise erstinL).
Das Ergebnis ist: In den Punkten P und Q (die auch
mit A und 7. zusammenfallen konnten) fillt X mit seinem
homologen zusammen; wihrend seiner Bewegung von £ nach
) aber nicht. Das ist jedoch unmoglich. Zeichnen wir
nimlich den von M durch £ und @ harmonisch getrennten
Punkt W, so fallt dieser, wie wir im ersten Teil unseres
Beweises gesehen haben, mit seinem homologen zusammen;
der Punkt X gelangt aber nach W, bevor er Q erreicht;
denn die Punktpaare des harmonischen Wurfes P Q. MW
trennen einander ?%). — Der Punkt X fillt also auf dem
Wege K I stets mit seinem homologen zusammen. —

Um einzusehen, dafs ein beliebiger Ptunkt V von K' L
® mit seinem homologen zusammentiillt, zeichnen wir den
von V' durch K und Z harmonisch getrennten Punkt. Da
dieser ein Punkt von K L ist@4), so fillt er, wie wir eben be-
wiesen haben, mit seinem homologen zusammen; folglich
auch V 209,

Lehrsatz: Wenn zwetr projektive Punktreihen dre:

Punkte entsprechend gemein haben, so haben sie jeden

Punkt entsprechend gemein.

33. Kennzeichen der Identitit zweier projektiven
Grundgebilde. Der vorstehende Satz liifst sich aufalle Grund-
gebilde iibertragen. Wenn z. B. in zwei projektiven Ebenen-
biischeln, die eine gemeinsame Achse haben, drei Ebenen
% A ¢ mit ihren homologen =, 4, w, zusammenfallen, so werden
in einer beliebigen Gerade zwei zu den beiden Ebenen-
biischeln 3% und daher zueinander ** projektive Punktreihen
ausgeschnitten, die drei Punkte und folglich jeden Punkt ®?
entsprechend gemein haben; die beiden Ebenenbiischel haben
daher auch jede Ebene entsprechend gemein.

1. Wenn zwei projektive Grundgebilde drei Elemente
entsprechend gemein haben, so haben sie jedes Element
entsprechend  gemein.

Aus diesem Satz ergiebt sich, dafs die Konstruktion®?,
durch welche wir zwei Grundgebilde s und s, projektiv so
auf einander bezogen, dafs den Elementen 4 5 C die Ele-
mente 4, B, C; homolog wurden, trotz der Willkiir in der
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Wahl der benutzten Hiilfsgeraden und Hiilfspunkte eine ein-
dentige ist. Wiirden wir nimlich die Konstruktion mit
andern Hiilfsgeraden und Hiilfspunkten wiederholen, so
wiirden wir in s, zwei projektive®% Grundgebilde erhalten,
die die drei Elemente A, B, C; und daher jedes Element
entsprechend gemeinsam hiitten, also identisch wiiren. Daher:

2. Die projektive Verwandtschaft zwischen zwei ein-
formegen  Grundgebilden st durch drei Paar homologe
Elemente bestimmd.

Zusatz. Das Zeichen fir die projektive Verwandtschaft
ist ‘A (gelesen: projektiv zu). Die Thatsache, dafs die
Grundgebilde s und s, projektiv so aufeinander bezogen
sind, dafs den Elementen 4 BC.. D EF ... die Elemente
A, B, C ..D, E F,.. . homolog sind, driicken wir also in
Zeichen aus durch

ABC..DEF...NA, B, C,..D E F, ...
oder auch kurz durch s A's;. —

1. Aus ABCDANABCE

folgt @30, dals das Llement D) mit dem Element £ zu-
sammenfillt. —
2. Aus ABCDANA B, C, D, und
ACDERA, C D, E
ergiebt sich, weil wir die projektive Verwandtschaft als be-
stimmt @3 durch die drei Elementenpaare A 4,, CC;, D D,
ansehen konnen,
ABCDEANA B, C, D, E oder auch
ABDEANA B D, E,.
3. Ist ferner noch
CDEFANC, D E F, so ist auch
ABCDEFRA B C D E F, und
ADEFNA D E F| us w

N

34. Kennzeichen der perspektiven Lage zweier pro- s«
jektiven Grundgebilde. In Nr. 30, haben wir bereits be-
merkt, dafs die perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall
der projektiven ist; es handelt sich jetzt darum, ein Kenn-

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 3
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zeichen dafiir zn finden, wann zwei projektive Gebilde in

perspektiver Lage sind.

In Nr. 8 sahen wir, dafls in zwei

perspektiven Grundgebilden das beiden Trigern gemeinsame

Element sich selbst homolog ist.

gekehrt zeigen:

Wenn zwel projektive Strah-
lenbiischel die Verbindungslinie
threr Mittelpunkte entsprechend
gemetn haben, so sind sie in
perspektiver Lage, mit andern
Worten®), so sind sie Scheine
einer und  derselben Punkt-
rethe.

Es lifst sich nun um-

Wenn zwei projektive Punkt-
reshen den Schnittpunkt ihrer
Triger entsprechend — gemein
haben, so sind sie in per-
spektiver Lage, mit andern
Worten®, so sind sie Schnitte
eines und desselben Strahlen-
biischels.

Beweis: (Von jetzt an beschrinken wir uns auf die
Anfiihrung der dualen ™ Sitze und iberlassen es dem
Lernenden, die Begriindung dieser dualen Sitze selbst abzu-
leiten.) Die Verbindungs-
linie o (Fig.28) der Punkte A
und B, in denen zwei be-
liebige Strahlen « und b
des ersten Biischels S von
den homologen Strahlen
a, und b, des zweiten
Biischels S, geschnitten
werden, moge von dem
~ den beiden Biischeln ge-
meinsamen Strahle S.S;
== (m,) in M geschniften
werden. Bezeichnen wir
ferner die Punkte, in denen
g von c¢d... geschnitten
wird, durch I A...; die
Punkte, in denen ¢ von ¢, d, ... geschnitten wird, durch
I A ..., so ist

ABMTA...Nabmed...Na, bymye d ... NABMI A, ...

Folglich fallen I und I',, A und 4, ... zusammen(®3%1),
Die beiden Strahlenbiischel S und S, sind also Scheine der
Punktreibe o.
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In Zeichen: Aus
abe.m...Nabec.m...

folgt, dafs die Schnittpunkte
aa, bb, cc ... in einer
Gerade liegen.

In Zeichen: Aus
ABC.M...NA, B, C,.M...

folgt, dafs die Verbindungs-
linien 4 4,, BB, CC, ...
durch einen Punkt gehen.

35. Einschalten von perspektiven Gliedern zwisehen 35
die projektiven Endglieder einer Kette.

1. Lehrsatz: Zwei pro-
jektive Punktreihen, deren
Triger nicht zusammenfallen,
lagsen sich durch Einschalten
etner Punktreihe, deren Triger
eine beliebige Gerade ist, in
perspektive Lage bringen.

1. Lehrsatz: Zwei projek-
tive Strahlenbtischel, deren
Mittelpunkte nicht zusammen-
fallen, lassen sich durch Ein-
schalten einesStrahlenbiischels,
dessen Mittelpunkt ein be-
liebiger Punkt ist, in per-

spektive Lage bringen.

Beweis: s und s, (Fig. 29) seien die Triger der beiden
gegebenen projektiven Punktreihen und o eine beliebige
Gerade, die s in B und s, in C; schneidet. Den Punkten
B und C, seien die Punkte B, und C
homolog, aufserdem sei A A, ein be- &
liebiges drittes Paar homologer Punkite.
Wird dann A 4, von o, BB, und C C,
in A, S, und S geschnitten, so sind 1. die
durch ABCAABC, in s und o be-
stimmten %) projektiven Punktreihen, weil
B =so ein sich selbst homologer Punkt
ist, Schnitte des Strahlenbiischels S und
2. die durch AB C, A A, B, C, in ¢ und
s, bestimmten projektiven Punktreihen,
weil C, = o5, ein sich selbst homologer
Punkt ist, Schnitte des Strahlenbtischels
S,. Durch die in o konstruierte Punktreihe ist also in der
That die Kette zwischen s und s, geschlossen. —

Fallen die Triiger s und s, zusammen, so hat man
zuerst eine Gerade ¢ (vgl. 32) einzuschalten, auf der man
drei Punkte 4" B’ C' so wihlt, dals sie perspektiv zu ABC
liegen; die Punktreihe A’ B’ (' bezieht man dann vermittelst
einer beliebigen Gerade o, projektiv auf s ®V.

Fig. 29.

3*
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2. Lehrsatz: Zwei projek- 2. Lehrsatz: Zwei projek-
tive Punktreihen, deren Triiger | tive Strahlenbiischel, deren
zusammenfallen, lassen sich | Mittelpunkte zusammenfallen,
durch  Einschalten zweier | lassen sich durch Einschalten
Punktreihen, deren Triiger | zweier Strahlenbiischel, deren
beliebige Geraden sind, in | Mittelpunkte beliebige Punkte

perspektive Lage bringen. sind, in perspektive Lage
bringen.
36 36. Andere Methode des Einsehaltens. Fiir die in

Nr. 35 geloste Aufgabe: Zwei projektive Grundgebilde als
Endglieder einer Kette von perspektiven Gebilden darzu-
stellen, geben wir noch weitere Konstruktionen: zuniichst
fir den Fall, dafs die beiden Triger s und s, nicht zu-
sammenfallen und dann in Nr. 37 und 38 fiir zwei zu-
sammenfallende Triiger. Trotzdem diese Konstruktionen als
besondere Fille in der allgemeinen Konstruktion von Nr. 35
enthalten sind, ist es notig, sie eingehend zu behandeln, da
sie uns zu wichtigen Lehrsitzen fiithren. —

Wir projizieren die Punktreihe s, (Fig. 80) aus einem
Punkte A, der in dem Triger s liegt, im iibrigen aber be-
liebig ist; dann die Punktreihe s aus dem A homologen

Fig. 30.

Punkte 4, von s,. Diese beiden projektiven Strahlenbiischel
A(A, B, C ..)und 4, (4 BC...) sind, weil sie den Strahl
A A, entsprechend gemein haben, Scheine® einer und der-
selben Punktreihe o.
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Wir richten unser Augenmerk auf die Punkte P und
@, in denen s und s, von ¢ geschnitten werden. Die
Strahlen 4 P und A4, P sind, weil sie durch denselben
Punkt von ¢ gehen, homolog; der Strahl 4 £ mufs also
den dem Punkte P homologen Punkt projizieren, d. h. der
Schnittpunkt P, = s &, ist dem Schnittpunkt £ = s o homolog.
Der Schnittpunkt ss, ist gleichzeitig ein Punkt von s; be-
zeichnen wir ihn als solchen durch @, so ergiebt sich in
derselben Weise, dafs ¢ dem Schnittpunkte Q, = o5,
homolog ist.

Das Ergebnis ist, dafs die Hiilfsgerade ¢ die Ver-
bindungslinie derjenigen beiden Punkte P und Q, ist, die
dem Schnittpunkte P, () in den beiden Punktreihen von
s und s, homolog sind, dafs o also unabhingiqg von der Wahl
des beliebig in s angenommenen Punktes A ist. Mit andern
Worten: Wir erhalten immer dieselbe Gerade o, ob wir von
dem Punkte 4 oder irgend einem andern Punkte I aus-
gehen; auf der Gerade o schneiden sich daber nicht nur
AB, und A4, B, AC, und 4, C u. s. w., sondern auch
irgend zwei beliebige Strahlen D E, und .D, E.

Nennen wir die Gerade 7 ), die die dem Schnittpunkte
homologen Punkte verbindet, die Ackse der projektiven Ver-
wandtschaft der Punktreihen s und s, oder kurz die Pro-
Jjektionsachse, so haben wir den

Lehrsatz: Die Gerade, wel-
che einen beliebigen Punkt D
der Punktreihe s mit einem
beliebigen Punkte £, der pro-
jektiven Punktreihe s, ver-
bindet, schneidet die Gerade,
die die homologen Punkte
D, und E verbindet, in einem
Punkte der Projektionsachse.

Lehrsatz: Der Punkt, in
dem ein beliebiger Strahl d
des Strahlenbiischels S von
einem beliebigen Strahl e,
des projektiven Strahlen-
biischels .S, geschnitten wird,
liegt mit dem Punkte, in dem
die homologen Strahlen d,
und ¢ sich schneiden, in
einem Strahle des Projektions-
zentrums.

Zusatz. Der Satz lifst sich vom Begriff der projektiven

Verwandtschaft loslosen, indem wir ihn auf drei Punktpaare
4 A,, BB,, CC(, beschriinken. Von diesen sechs Punkten
miissen 4 B C in einer Gerade s und A; B; C; in einer
zweiten Gerade s, liegen; im iibrigen kinnen sie ganz be-

N
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liebig sein. Unser Satz sagt dann aus, dals die Ver-
bindungslinien A B, und 4, B; BC(C, und B, C; CA4,
und C; A sich in drei Punkten einer Gerade schneiden.

Nehmen wir die sechs Punkte als Ecken eines ein-
fachen 18 4 Sechsecks 4 B, C A, BC,, so sind die Ver-
bindungslinien die Seiten dieges Sechs-
ecks. Bequemer wird die Ubersicht,
wenn wir (Fig. 81) die Ecken dieses
Sechsecks der Reihe nach mit 1 2 3
4 5 6 bezeichnen und folgende Namen
einfiihren.

Die Ecken 1 und 4, 2 und 5,
3 und 6 heifsen Gegenecken und die
Seiten 12 und 45, 23 und 56, 34 und 61, die sich am
bequemsten aus dem Schema

I. Der Kegelschnitt.

Fig. 31.

| T— |
123456
ergeben, heifsen Gegenseiten. Ferner wollen wir die Ver-
bindungslinie zweier Gegenecken eine Diagonallinie und den
Schnittpunkt zweier Gegenseiten einen Diagonalpunkt nennen,
so dafls sind
Diagonallinien: 14; 25; 36;
Diagonalpunkte: (23) . (56); (34) . (61); (12) . (45).
Wir konnen demnach unserm Satz die folgende Form
geben :

Eirster Sechseckssatz. Liegen
drei Ecken eines einfachen
Sechsecks in einer Gerade
und die Gegenecken dieser
drei Ecken in einer zweiten
Gerade, so liegen die drei
Diagonalpunkte in einer
dritten Gerade.

Erster Sechssettssatz. Gehen
drei Seiten eines einfachen
Sechsseits durch einen Punkt
und die Gegenseiten dieser
dreiSeiten durch einen zweiten
Punkt, so gehen die drei Dia-
gonallinien durch einen dritten
Punkt.

37. Das zweite Ordnungselement einer Projektivitit.

Um zwei projektive Punktreihen, deren Triger s und s, zu-
sammenfallen, in perspektive Lage zu bringen, haben wir im
allgemeinen % zwei Hiilfsgeraden s' und o, nétig; in dem
besondern Falle aber, dafs es in dem gemeinsamen Triiger s (s, )
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einen Punkt K giebt, der mit seinem homologen K, zu-
sammenfillt, geniigt eine Gerade s':

Wir legen durch den Punkt K (Fig. 32), der nach
unserer Annahme mit seinem homologen A, zusammenfillt,
eine beliebige Gerade s und withlen auf dieser zwei be-
liebige Punkte B und C'.
Sind nun B B, und CC,
irgend zwei Paare homo-
loger Punkte des gemein-
samen Trigers s (s,), S0
ziehen wir die Verbin-
dungslinien BB und CC',
B, B und C, C'; den i
Schnittpunkt der beiden Flg. 32.
ersten Verbindungslinien bezeichnen wir durch S, den
Schnittpunkt des zweiten Paares durch S,. Es sind dann
1. die durch KBCA KB €' in s und s' bestimmten 8%
projektiven Punktreihen Schnitte des Strahlenbiischels S 4
und 2. die durch KB'C A KB C in ¢ und s, be-
stimmten projektiven Punktreihen Schuitte des Strahlen-
biischels S,. Durch die in s' konstruierte Punktreihe ist
also in der That die Kefte zwischen s und s, ge-
schlossen. —

Zu einem beliebigen Punkte 1) der ersten Punktreihe
von s erhalten wir den homologen D), der zweiten, indem
wir D aus S auf s’ und den gefundenen Punkt D' aus S,
wieder auf s projizieren.

Wenden wir diese Konstruktion auf den Punkt L an,
in dem der Triger s von der Verbindungslinie S.S, ge-
schnitten wird, so erkennen wir, dafs der homologe Punkt
L, mit L zusammenfillt. Es fillt also nicht blofs der
Punkt K mit seinem homologen zusammen, sondern auch
noch ein zweiter Punkt L. (Ein dritter Punkt kann nicht
mit seinem homologen zusammenfallen®?, weil nach unserer
Annahme B nicht mit B, zusammenfillt.)

Das Ergebnis kleiden wir in Worte mit Hiilfe der
folgenden beiden Definitionen :

1. Der Inbegriff zweier projektiven geraden Grund-
gebilde, die einen gemeinsamen Triiger haben, heifst
eine gerade Projektivitdt.
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2. Ein Element einer Projektivitit, das mit seinem

homologen zusammenfillt, heifst ein Ordnungselement. —

Da sich der Satz, den wir fiir zwei Punktreihen be-

wiesen haben, auf die ibrigen Grundgebilde iibertragen
Lilst 33), so haben wir:

3. Hat eine gerade Projektivitit ein Ordnungselement,
so hat sie auch noch ein zweites.

Anmerkung.  Die eben gelehrte Herstellung der
projektiven Verwandtschaft zwischen den beiden in s(s))
liegenden Punktreihen konnen wir, indem wir die Projektions-
centren in eckigen Klammern hinzufiigen, in Zeichen kurz
50 beschreiben :

KBC[S)AKB C[S,]AKB, C,.

38. Elemente, die sich zweifach entsprechen. Fallen
die Triiger s und s, zweier projektiven Punktreihen zusammen,
so haben wir jeden Punkt des gemeinsamen Trigers s (s,)
als einen zweifachen aufzufassen, da wir ihn entweder zur
ersten oder zur zweiten Punktreihe rechnen konnen. Dem-
entsprechend wollen wir jeden Punkt des Trigers s (s;)
durch zwei Buchstaben bezeichnen, z. B. durch D (%)); wir
konnen dann schon durch die Bezeichnung I) oder £, an-
deuten, ob wir den Punkt als Element der ersten oder als
Element der zweiten Punktreihe ansehen wollen.

Entspricht nun dem Punkte 4 der ersten Punktreibe
der Punkt A, der zweiten, so wird dem Punkte 4,, wenn
wir ihn zor ersten Punktreihe rechnen und dementsprechend
mit B bezeichnen, ein Punkt B, homolog sein, der im all-
gemeinen nicht mit 4 zusammenfillt. Fallt aber der Punkt
B, in den Punkt A4, so wollen wir sagen:

Der Punkt 4 (B,) entspricht dem Punkte 4, (B)

zweifach.

Wir gehen jetzt zum zweiten besondern Fall der Auf-
gabe iiber: Die Punkte zweier zusammenfallenden Triiger s
und s, projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs den Punkten
A B C die Punkte 4, B, C, homolog werden, und zwar wollen
wir die Punkte 4 B Cund 4, B, C, nicht beliebig annehmen,
sondern von ihnen voraussetzen, dafs 4 und B,, 4, und B
zusammenfallen, mit andern Worten, dals der Punkt 4 (B,)
dem Punkt A, (B) zweifach entspricht.
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Losung: Wir legen durch C, (Fig. 33) die beliebige Ge-
rade ¢ und durch C die beliebige Gerade o¢,, welche o in
schneiden mige. Durch 4, (B) legen wir eine beliebige
Gerade, die ¢ in B und o, in A, schneidet. Damit haben
wir ein Dreiseit mit den Seiten s (s;) 69, und den Ecken
I CC, gezeichnet; diesem Dreiseit ist das Dreieck A (B,)
B A, eingeschrieben.

Wir wollen nun
die Triger s und ¢ vermittelst des Strahlenbiischels A,,
die Triiger ¢ und o, vermittelst des Strahlenbiischels 4 (B,),
die Triger o, und s, vermittelst des Strahlenbiischels B

perspektiv aufeinander beziehen, was wir in Zeichen 674 so

andeuten: o . o
s [Al] N [A (B, )J N [B] A 8pe

Fig. 83. \

Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem o von 4 (B)) A,
geschnitten wird, durch A und den Punkf, in dem o, von
A (B)) B geschnitten wird, durch B, so kinnen wir die vor-
stehende Kette auch so schreiben:

ABCAJANABT[A(B)AA B, T[BIA4, B (.
Zu einem beliebigen Punkte D von s erhalten wir nun

den homologen D, von s, durch die folgende Konstruktion:
Wir projizieren D aus A, auf ¢, den erhaltenen Punkt;A
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aus A (B)) auf o,, den erhaltenen Punkt A, aus B auf s,
in Zeichen:

ABCDAXABTAAABTA XA B C D, —

Die eben angegebene Konstruktion fiihrt uns zu einem
w1cht1gen Lehrsatz, wenn wir jetzt wieder zum Punkte D,
indem wir ihn zur ersten Punktreihe s rechnen und dem-
entsprechend mit £ bezeichnen, den homologen E, suchen:
Wir projizieren also E aus A, "auf g, den erhaltenen Punkt

E aus 4 (B)) auf g, den erhaltenen Punkt E, aus B auf
s,, sodals wir haben -

BAC EA|ABACE[A(B)|AB,ACE [BIAABCE,.

Da das erste Glied B AC, E dieser Kette mit dem
letzten Gliede 4, B, C, D, der vorhergehenden Kette identisch
ist, so haben wire ABCDA ANABCE,; folglich 6321
fiillt E, in D, mit andern Worten, der Punkt D (E,) ent-
sprlcht dem Punkt D, (E) zweifach. Da D (E,) ein be-

liebiger Punkt ist, so 'kounen wir das Ergebnis mit Hiilfe
des Begriffes der PrQ]ektlwtat (%) g0 aussprechen:

Wenn in einer geraden Projektivitit ein Element
seinem  homologen zweifach entspricht, so entspricht jedes
Element seinem homologen zweifach.

In Zeichen: Aus
AAC..F...NA AC, .. F, .
folgt
A4 CC .. FF,...NA AC C..F, F...

. In der Zeichensprache konnen wir auf die doppelte

Bezeichnung eines und desselben Elementes einer Projek-
tivitdt verzichten, da aus der Stellung des Elementes (vor
oder hinter A) zu erkennen ist, ob es zum ersten oder
zweiten Grundgebilde zu rechnen ist.

Zusatz. Auch 82 djesen Satz konnen wir von dem Be-
griff der Projektivitit loslosen, indem wir beachten, dafls
nach unserer Konstruktion so o, ein beliebiges Dreiseit und
ABA, ein beliebiges diesem Dreiseit eingeschriebenes
Dreieck ist und dafs wir, von dem beliebigen Punkte D
ausgehend nacheinander konstruiert haben AA EEE,.
Fassen wir wieder diese sechs Punkte als die Eeken emeq
einfachen 164 Sechsecks auf und bezeichnen sie der Reihe
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nach dureh 12 3 4 5 6, so erkennen wir (Fig. 34), dafs von
diesem Sechseck s oo, die Diagonallinien ®¢% und A B A,
die Diagonalpunkte sind.

02

/,

7
;
/
/
/
/
/
/
/
/3
;
/

Fig. 34.

Nennen wir noch z. B. die Diagonallinie 14 und den
Diagonalpunkt (23) . (56) einander zugeordnet, so konnen wir
unsern Satz auch so aussprechen:

Zweiter Sechseckssatz, Wenn Zweiter Sechsseitssatz, Wenn
zwei Diagonalpunkte eines | zwei Diagonallinien eines ein-
einfachen Sechsecks in den | fachen Sechsseits durch die
zugeordneten Diagonallinien | zugeordneten Diagonalpunkte
liegen, so liegt auch der | gehen, so geht auch die dritte
dritte Diagonalpunkt in der | Diagonallinie durch den zu-
zugeordneten Diagonallinie. | geordneten Diagonalpunkt.

39. Projektive Permutationen. Es ist hiufiz bequem, 39
nicht blofs, wie bisher, von perspektiven und projektiven
Grundgebilden zu sprechen, sondern auch von perspektiven
und projektiven Elementen. Z. B. der Satz: Die Punkte
AB CDE sind den Punkten 4, B, C, D, E, projektiv, soll
aussagen: 1. A B CDE liegen in einer Gerade s und
Ay By C, D, E, in einer zweiten Gerade s;; 2. in der etwa
durch BCD A B, C; D, Dbestimmten 3% projektiven Ver-
wandtschaft der Punktreihen s und s; ist dem Punkt A der
Punkt 4, und dem Punkt £ der Punkt E; homolog. —
Da sich zwei Punktreihen immer projektiv so aufeinander
beziehen lassen, dafs dret Punkten der einen drei Punkte
der andern entsprechen, so muls eine Gruppe mindestens
vier Elemente enthalten, wenn die Aussage, dals die Gruppe
einer andern projektiv ist, einen Inhalt haben soll. —
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Lehrsatz: Leitet man aus einer Gruppe von vier
Elementen eine Permutation ab, indem man irgend zwei
Elemente und gleichzeitiy die beiden tibrigen vertauscht,
so st die Elementengruppe ihrer Permutation projektiv.

In Zeichen: A BCDABADCANCDABADCBA.
Beweis: Handelt es sich um eine Punktgruppe, so lafst
sich z. B. die Richtigkeit der Behauptung ABCDABADC
in folgender Weise zeigen: Wir projizieren die vier Punkte
ABCD (Fig. 35) aus einem be-
liebigen Punkte A, auf eine be-
liebige durch D gehende Gerade,
sodals A BCDAABT D ist. Be-
zeichnen wir noch den Punkt, in
dem die Verbindungslinie 4 B den
Projektionsstrahl A, C schneidet,

Fig. 35. durch B, so haben wir

ABCD[AIANABT D[A]RA B TCBIABADC

z Zusatz. Aus ABCD AN A B, C D, folgt demnach

ABCDA B A D, C, N Ci Dy 4, By A D, G By 4y,

A Awmerkung. Dieser Satz ist mit dem vorhergehenden
@%) jdentisch. Wir haben ihn zweimal abgeleitet und zweimal
in Worte gekleidet, um je nach den Schliissen, die wir aus
ihm zu ziehen haben, bald die eine bald die andere Form
anwenden zu koénnen.

40 40. Projektive Verwandtschaft harmonischer Wiirfe.
Haben zwei harmonische Punktwirfe AB.CLD und
Ay By. Ci D den Punkt D gemeinsam, so wird die Ver-
bindungslinie € C; von 4 4, und B 5, in einem und dem-
selben Punkte geschnitten. Ist ndimlich S der Schnittpunkt
von C C, und A4 4,, so muls der Strahl S5 durch den
von A; durch C;, und D harmonisch getrennten Punkt
gehen @15 das ist aber B; (%),

In derselben Weise ergiebt sich, dals C C; auch von
den Verbindungslinien 4 B, und 4, 5 in einem und dem-
selben Punkte geschnitten wird. Daher:

1. Zwei harmonische Wriirfe, die ein Element ge-
meinsam haben, sind perspektiv auf einander bezogen, wenn
man das gemeinsame Element sich selbst, und die diesem
zugeordneten Elemente einander, zuweist. Die wettere Zu-
ordnung ist beliebig.
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In Zeichen: Sind AB.CD, In Zeichen: Sind abd.cd
und A, B,. C, D zwei har- | unde, b, .¢, dzwei harmonische
monische Punktwiirfe, so | Strahlenwiirfe, so liegen in

gehen durch einen Punkt einer Gerade
1. CC;; Ad; BB, und 1. ce;; aag; bbb, und
2. CC; ABj; A B.— 2. ¢ce¢y; aby oa, bo—

Aus dem vorstehenden Lehrsatz folgt, dafs wir zwei
beliebige harmonische Punktwiirfe immer als die Endglieder
einer perspektiven Kette ansehen kinnen. Verbinden wir
nimlich einen beliebigen Punkt des einen Wurfs mit einem
beliebigen des andern, z. B. 4 mit 0);, nehmen auf dieser
Verbindungslinie einen Punkt B willkiirlich an und zeichnen
den von ), durch 4 und B harmonisch getrennten Punkt I,
s0 haben wir nach dem eben bewiesenen Satze z. B.

ABCDRABD, T~ DB A4 D C,.

Im ganzen erhiilt man acht verschiedene Arten der Zu-
ordnung. Dabei ist zu beachten, dafs zwei Elementen, die
ein Paar bilden, immer zwei Elemente zugewiesen werden
miissen, die wieder ein Paar bilden.

2. Zwei harmonische Wiirfe sind projektiv auf-
einander bezogen, wenn man einem beliebigen Element
des einen Wurfes ein beliebiges Element des andern,
und gleichzeitic die diesen zugeordneten Elemente
einander, zuweist. Die weitere Zuordnung ist beliebig.

In Zeichen: Sind AB.CD und 4, B,.C, D,
zwel harmonische Wiirfe, so ist
ABCDANAB CD ANB A CDABADC usw.

Der vorstehende Satz lifst sich umkehren:

3. Ist eine Gruppe von wvier Elementen einer Per-
mutation projektiv, die durch Vertauschung nur zweier
Elemente aus ihr abgelettet ist, so bilden die beiden ver-
tauschten und die beiden nicht vertauschten Elemente zwet
Paare eines harmonischen Wurfes.

In Zeichen: Aus A BCD A B ACD folgt, dals
A B.CD ein harmonischer Wurf ist.

Beweis : Projiziert man A B C.D aus einem beliebigen
Punkt A auf eine durch D gelegte Gerade, sodals A B CD A
AB R D ist, so folgt ®» aus der Voraussetzung 4 B C DA
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BACD, dafs ABRD AN BACD ist. Folglich @ gehen
AB, BA, RC durch einen Punkt I'. Das Viereck AABT
zeigt @%), dafs A B.C D ein harmonischer Wurf ist.

41*. Doppelverhiltnis. In der Geometrie des Malses
unterscheidet man zwei Strecken durch ihre Griofse und, wenn
sie in einer und derselben Gerade oder in parallelen Ge-
raden liegen, auch durch ihre Richtung. Den Richtungssinn
unterscheidet man durch das positive und negative Vor-
zeichen, sodals A B=-—BA oder 4B+ BA=0 ist.
Sind A BX drei Punkte einer Gerade, so ist, wie auch
ihre Lage sein mag, A X+ X B=ADB oder AX+4 XB
-+ B 4 = 0, vorausgesetzt, dafs man Strecken von entgegen-
gesetzter Richtung als positive und negative Grifsen im
algebraischen Sinn auffafst.

Liegt X auf 4 B, so haben X A4 und X B entgegen-
gesetzte Vorzeichen; liegt X auf A" B®), so haben X 4 und
X B gleiche Vorzeichen. Im ersten Fall ist daher das Ver-
hiltnis X A4 : X B, welches das einfache Verhiltnis der drei
Punkte 4 B X genannt und kurz durch (4 5B X) bezeichnet
wird, negativ; im zweiten positiv.

Ist Y ein zweiter Punkt von A B, so Lifst sich auch
Y als Teilpunkt der Strecke A4 B ansehen; die Teilstrecken
sind YA und YB und das Teilungsverhiltnis Y A: Y B
oder (ABY). Aus den beiden Verhiltnissen (4 B X) und

. . L. XA YA
(ABY) lilst sich ein neues Verhiltnis ~5 VE bilden,
welches das Doppelverhiltnis des Wurfes A B. X Y heifst
und kurz durch (4 B X Y) bezeichnet wird. —

1. Aufgabe: Eine Strecke nach einem gegebenen
Verhiltnis zu teilen.
Losung: Ist das Verhiltnis durch die beiden Strecken

p und ¢ gegeben, so mufs noch angegeben werden, ob das
Verhiltnis positiv oder negativ sein soll.

L (— JIL) Wir ziehen von den Endpunkten 4 und

B der gegebenen Strecke (Fig. 36) zwei parallele und
entgegengesetzt gerichtete Strecken: 4 P=p und B Q= q¢;
die Verbindungslinie P Q schneidet 45 in dem gesuchten
Punkte X.



§ 3. Projektive Verwandtschaft gerader Grundgebilde. Nr. 41. 47

IL _!_]?_ : Wir ziehen von A und B zwel parallele
7 p

und gleich gerichtete Strecken: A P=p und BQ, =gq;
die Verbindungslinie P@Q, schneidet
< B in dem gesuchten Punkte Y. —

Das Doppelverhiiltnis der vier
Punkte 4 BX Y ist

(D)=

Weil B die Mitte von Q Q, ist,
so sind, wenn wir den unendlich
fernen Punkt von ) Q, durch U
bezeichnen, Q €, .5 U vier harmonische Punkte®7), die
Verbindungslinien dieser Punkte mit £ mithin®% vier
harmonische Strahlen und die vier Punkte A 5.X Y, in
denen diese vier Strahlen die Gerade 4.5 schneiden, vier
harmonische Punkte!s). Daher
2. Lehrsatz: Vier Punkte, deren Doppelverhiltnis
—1 ist, bilden einen harmonischen Wurf.
Von diesem Satz gilt auch die
3. Umkehrung: Das Doppelverhiltnis von vier
harmonischen Punkten ist — 1.
Projiziert man nimlich aus einem beliebigen Punkte .P
die vier harmonischen Punkte A B.X Y auf eine durch B
parallel zum Projektionsstrahl P4 gelegte Gerade, so sind
UB.QQ, vier harmonische Punkte®w; und weil U der
unendlich ferne Punkt von QQ, ist, so ist B die Mitte ®™.

Weil also BQ=— B (), ist, so haben wir
X4 AP AP YA
XB ~ BQ ~ ~ BQ,~ ~ YB’
folglich (ABXY)=——1.

Aus der vorstehenden Proportion ergiebt sich ferner
die Gleichung X A. YB -+ XDB.YA=0. Ist O die Mitte
der Strecke 4 B, so dals O A+ O B = 0 ist, so haben wir

X0+ 04)(YO+ OB+ (XO0+0B)(YO+4 04)=0,
folglich
2X0.YO4+ X0+ YO)(OA+0B)-+204.0B=0,
folglich 04*=0X.0Y.
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4. Sind 4 B.X Y vier harmonische Punkte und O
die Mitte von A B, so ist 04>°=0X.0Y. —

Sind «b.zy vier harmonische Strahlen des Mittel-
punktes S, von denen « und y auf einander senkrecht stehen,
50 ist £ aaw=ax0@%. Schneiden wir diese vier Strahlen
durch eine Gerade in den vier Punkten A B.XY und
ziehen durch 5 eine Parallele zu a, welehe « in C schneidet,
so ist £ BSC = CS A= SCB, tolglich § B= B C, wobei
wir vom Vorzeichen abzusehen haben, da die Strecken in
verschiedenen Geraden liegen. Danun S4: BC=XA:X B
ist, so ist auch SA4:SB=XA:XB.

5. Schneiden wir vier harmonische Strahlen ab.xy
des Punktes S durch eine Gerade in den Punkten
AB.XY, so ist, wenn @ | y ist,

SA:SB=XA:XB=YA4A:YB —

Projiziert man drei Punkte .1 B X, die in einer Gerade
liegen, entweder aus einem endlichen Punkte auf eine
parallele Gerade oder aus einem unendlich fernen Punkte
auf eine beliebige Gerade, so folgt aus bekannten Sitzen
der Proportionslehre, dals das einfache Verhiltnis (4 B X)
= (4, B, X)) ist, also durch die Projektion nicht gelindert
wird. Wiirde man dagegen die drei Punkte aus einem end-
lichen Punkte auf eine endliche Gerade projizieren, so wiirde
das einfache Verhiltnis sich @ndern.

Nimmt man aber noch einen vierten Punkt Y hinzu,
so bleibt das Doppelverhiltnis (4 B X Y), wie wir beweisen
wollen, bei jeder Projektion konstant. Bleibt es bei einer
Projektion konstant, so bleibt es auch bei mehreren auf-
einander folgenden konstant, so dafs wir unsern Lehrsatz
S0 aussprechen konnen®%):

6. Zwei projektive Gruppen von wvier Punkten haben
dasselbe Doppelverhiltnis.

Beweis: Projizieren wir die vier Punkte 4 BX Y der
Gerade s aus einem beliebigen Punkte S auf irgend eine
Gerade s, so ist zu zeigen, dafs die Doppelverhiiltnisse
(ABX Y)und (1, B, X, Y)) einander gleich sind. — Ziehen
wir durch B (Iig. 37) eine Parallele zum Projektionsstrahl
SA, welche SX und SY in U und V schneidet, so ist
ABXY)=(VUDB); denn
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X4 A4S d Y4 48
XBTBU M YBT BW
folglich durch Division
X4 YA BV
XB'YB  BU"
Ziehen wir ebenso durch 5, eine Parallele zu SA4, so
ergiebt siech bei entspreehen- RY
der Bezeichnung (4, B, X, Y))
=(V, U, B,). Daabev(V U, Bl)
die PlQ]thlOIl des elnfachen
Verhiltnisses (VU B) auf eine
parallele Gerade ist, so ist, wie
schon erwihnt, nach einem be-
kannten Satz der Proportions-
lehre (VUB) = (V, U, B,), also P
auch (ABXY)_(A B X, Y). B Az
— Gilt aber der Satz fir per- Fig. 87.
spektive Gruppen, so gilt er auch®% fiir projektive
Gruppen. —
Auf indirektem Wege beweist man den
7. Lehrsatz: Wenn zwei Gruppen von vier
Punkten, die einen Punkt entsprechend gemein haben,
dasselbe Doppelverhiltnis haben, so liegen sie per-
spektiv. —

Mit Hilfe dieses Satzes lilst sich ferner zeigen: Wenn
(ABXY)=(4,B,X,Y))ist, soist ABXY A A4, B, X, Y,
Man braucht nur die Hiilfslinie A Y, zu ziehen und zweimal
den vorhergehenden Satz anzuwenden, um einzugehen, dafls
ABXY und 4, B, X, Y; perspektiv zu der in 4 Y, kon-
struierten Punktgruppe liegen, also untereinander projektiv
sind 400 ;

8. Zwei Gruppen von vier Punkten sind projektiv,
wenn sie dasselbe Doppelverhiltnis haben. —

Ist AB=A,B;, AX=A4,X,, 4Y=A4,7Y,, so ist
auch (ABXY)=(4, B, X, Y)); daher:
9. Zwei kongruente Punkfgruppen sind projektiv.
Daraus ergiebt sich weiter:

10. Zwei kongruente Strahlengruppen sind projektiv.
Béger, Ebene Geometrie der Lage. 4
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Ist nimlich £ ab=a,b, Laz=10,2, L ay=a,y,
so konnen wir zwei zu den Strahlengruppen perspektive
und unter einander kongruente Punktgruppen zeichnen:
Wihlen wir in ¢ und @, zwei Punkte A und A4, so,
dals SA=3S, 4, ist, und errichten in 4 auf ¢ das Lot s
und in 4, auf a; das Lot s, so werden s und s; von den
kongruenten Strahlengruppen in kongruenten Punktgruppen
geschnitten. —

Aus den beiden vorhergehenden Sitzen folgt:

11. Zwei kongruente Grundgebilde sind projektiv
(vgl. 164 Z).

A Anmerkung. Durch die Lehre vom Doppelverhiltnis
hat Steiner 1832 in seinem Werke: ,Systematische Ent-
wickelung der Abhiingigkeit geometrischer Gestalten von
einander® die Geometrie der Lage begriindet.

§ 4. Krumme Grundgebilde.

42 42. Erzeugnis zweier projektiven Grundgebilde.
Aus den projektiven Grundgebilden, deren Konstruktion im
vorigen Paragraphen gezeigt wurde, ergeben sich neue Ge-
bilde, zu deren Untersuchung wir uns jetzt wenden. Fiir
diese Erzeugnisse projektiver Grundgebilde geben wir die
folgende

Definition: Der Inbegrif Definition: Der Inbegriff
der Punkte, in denen sich die | der Geraden, die die homologen
homologen ~ Strahlen — zweier | Punkte zweler projektiven ge-
projektiven  geraden Strahlen- | raden Punktreihen verbinden,
bitschel schneiden, heifst eine | heifst ein krummer Strahlen-
krumme Punktreihe oder eine | biischel oder ein Strahlenbiischel
Kurve zweiter Ordnung. zweiter Ordnung.

z Zusatz* Verbindet man zwei beliebige Punkte S und S;
der Peripherie eines Kreises mit irgend einem Punkte A der
Peripherie durch die Strahlen ¢ und «;, mit B durch & und
b, u.s.w., so ist nach bekannten Sitzen der Planimetrie
Zab=ua, b, u.s.w. Wir erhalten also in S und S, zwei
kongruente Strahlenbiischel (vgl. 13); da diese projektiv
sind @), go kionnen wir die Punkte eines Kreises auffassen



§ 4. Krumme Grundgebilde. Nr. 42—44, 51

als die Schnittpunkte homologer Strahlen zweier projektiven
Strahlenbiischel, mit andern Worten:

Der Kreis ist eine Kurve zwetter Ordnung.

43.* Kegelschnitt. Es soll jetat gezeigt werden, dafs
auch die Linie, in welcher ein Kreiskegel von einer beliebigen
Ebene geschnitten wird, aufgefalst werden kann als der
Inbegriff der Punkte, in denen sich die homologen Strahlen
zweier projektiven Strahlenbiischel schneiden, dafs also der
Kegelschnitt eine Kurve zweiter Ordnung ist.

Ist 0 eine zur Achse des Kegels senkrechte Ebene, die
den Kegel in einem Kreise schneidet, so lassen sich, wie
wir in Nr. 42 Z gesehen haben, zwei beliebige Punkte S
und S; dieses Kreises zu Mittelpunkten von zwei projektiven
Strahlenbiischeln machen. Die Strahlen abe... und «;0,¢;...
dieser Biischel & und S; verbinden wir mit den beiden durch
S und S, gehenden Seitenlinien s und s, des Kegels durch die

Ebenen o gy... und a; 8,y ... Schneiden diese Ebenen
der Biischel s und s, eine beliebige Ebene ¢ in den Strahlen-
biischeln o' 0" ¢ ... und @ b, ¢, ... mit den Mittelpunkten

& und Sy, so haben wir

a'b'c’...Ka/)’y...Kab0...Kalblcl...7a1ﬁ1;/1...
K a;l’ bl, 61, ce
Da demnach®% o' 0 ¢ ... Na,"b ¢/ ... ist, so stellen
sich die Punkte der Linie, in welcher die Ebene ¢ den
Kreiskegel schneidet, als Schnittpunkte der homologen
Strahlen zweier projektiven Strahlenbiischel dar.

44. Erzeugnis zweier perspektiven Grundgebilde.
Weil die perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall der
projektiven ist®%, so sind die Erzeugnisse perspektiver
Gebilde aufzufassen als besondere Fille der krummen Punkt-
reihen und Strahlenbiischel®®. Da nun die Schnittpunkte
homologer Strahlen zweier perspektiven Biischel S und S; in
einer Gerade s liegen (; da ferner® der Strahl SS, =1
mit seinem homologen S; S =1, zusammenfillt, also jeder
Punkt von ¢(4) als gemeinsamer Punkt zweier homologen
Strahlen aufzufassen ist, so liegen die Schnittpunkte homo-
loger Strahlen zweier perspektiven Biischel S und S; in zwei
Geraden s und ¢ Daher:

4*

'

4
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Die Punktreihe zweiter DerStrahlenbtischel zweiter
Ordnung, die von zwei per- | Ordnung, der von zwei per-
spektiven  Strahlenbiischeln | spektiven Punktreihen erzeugt
erzeugt wird, zerfallt in zwei | wird, zerf#llt in zwei Strahlen-
Punktreihen erster Ordnung. | biischel erster Ordnung.

4 45. Tangenten und Beriihrungspunkte. Sind S und
S, die Mittelpunkte zweier projektiven Strahlenbiischel, die
nicht zugleich perspektiv sind, in denen also®? der Strahl
S §, =1t nicht mit seinem homologen ¢, zusammenfillt, so
sind S und S, zwei Punkte der erzeugten Kurve; denn in
ihnen schneiden sich zwei homologe Strahlen, in S, z. B.
¢ und ¢.

Auf jedem Strahl a, des Biischels S, liegt aufser S,
noch ein zweiter Punkt der Kurve: der Punkt A, in dem
der Strahl ¢; von seinem homologen a geschnitten wird.
Nur beim Strahl ¢, der der Verbindungslinie S S;=¢
entspricht, fillt dieser zweite Schnittpunkt mit S, zusammen ;
der Strahl #, der nur einen Punkt mit der Kurve gemein
hat, heilst eine Tangente.

Bezeichnen wir S; S als Strahl des zweiten Biischels
durch w;, so ergiebt sich in derselben Weise, dafs der
homologe Strahl » Tangente in S ist.

Die Strahlen, welche der Die Punkte, welche dem
Verbindungslinie der Mittel- | Schnittpunkte der Triger ent-
punkte entsprechen, heifsen | sprechen, heifsen Berihrungs-
Tangenten der krummen Punkt- | punkte des krummen Strahlen-
reihe. biischels.

46 46. Erste Konstruktion der Kurve. Die hier
folgenden drei Kurvenkonstruktionen sind nichts als eine
Wiederholung der in Nr. 31 gegebenen Konstruktionen
projektiver Grundgebilde. —

Aufgabe: Fine Kurve zweiter Aufgabe: Finen Strahlen-
Ordnung zu zetchnen, von der | biischel zweiter Ordnung zu

fiinf Punkte gegeben sind, zeichnen, von dem fiinf Strahlen
gegeben sind,
In Zeichen: SS, ABT. In Zeichen: oo, fy.

Losung: Die fiinf gegebenen Punkte seien S S, ABT.
Wir ziehen nach ABT aus S und S, die Strahlen b ¢ und
ay by ¢; und beziehen die Strahlenbiischel S und S; projektiv
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so aufeinander, dafs den Strahlen a b ¢ die Strahlen ¢, b, ¢;
entsprechen (31, Allgemeine Losung). Wir legen also (Fig. 38)
durch A zwei beliebige Strahlen s und s, welche 6 ¢ und
bye; in B C und B, C; schneiden, sodals AB CA A B, ()
werden mufs; den Schnittpunkt von B B, = und CC, =y
bezeichnen wir durch %.

Fig. 38,

Einem beliebigen vierten Strahle d von S ordmen wir
einen Strahl von S, durch folgende Konstruktion zu: Den
Punkt D, in welchem d die Hiilfslinie s schneidet, verbinden
wir mit ¥ und den Punkt 2, in welchem diese Verbindungs-
linie 0 die Hilfslinie s, schneidet, verbinden wir mit S,
durch S, D, = d,. Der Schuittpunkt A = dd, ist ein
sechster Punkt der Kurve. — Auf die angegebene Weise
sind soviel Punkte zu zeichnen, dals der Lauf der Kurve
erkennbar ist.

Zusatz. Da die projektive Verwandtschaft der Strahlen-
biischel S und S; durch drei Strahlenpaare bestimmt ist 33,
so erhalten wir dieselbe Kurve, wenn wir an die Stelle des
Punktes A (durch den wir die Hiilfsgeraden s und s, legten)
einen beliebigen andern Punkt der Kurve setzen, mit andern
Worten:

N

A ist ein beliebiger Punkt der Kurve.

47. ZweiteKonstruktion derKurve. Die vorhergehende 4
Konstruktion #9 wird einfacher, wenn wir als Hiilfslinien s
und s; nicht zwei beliebige durch A gehende Geraden nehmen,
sondern die Verbindungslinien AB und AT®%; es fallen
dann die Punkte BB (Fig. 39) und C, T und folglich die
Linien g6, und y¢ zusammen.
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z Zusatz. Fihren wir die Konstruktion aus, so ergiebt
sich aus der Figur eine wichtige Eigenschaft des gezeichneten
Kurvensechsecks: Die drei
Punkte ¥ 1), D, welche in
der Gerade dliegen, lassen
sich auffassen als die
Diagonalpunkte @8 %) des
einfachen Sechsecks

|
A BS,A.

~—

(95

Die Diagonalpunkte dieses
Kurvensechsecks liegen also
in ener Gerade ©9,

Anmerkung. Um sich
mit den wichtigsten Xon-
struktionen vertrant zun
machen, ist es weit

zweckmilsiger, selb-

Fig. 39. stindige Zeichnungen aus-

zufithren, als die Figuren

des Textes zu verfolgen. Um auf solche Ubungen hinzu-

weisen, werden wir an geeigneten Stellen einige Aufgaben

in Buchstaben andeuten, wobei wir unendlich ferne Elemente
darch den Index oo kenntlich machen:

Ry

DB

Fig, 40.
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Zur Ubung: SS;ABT o ; S8 AB, o SS AyBT;
Sop SiABT; 8o, 8,00 ABT (Fig. 40); Sy S Ay BT.

48. Dritte Konstruktion der Kurve. Wir fiigen noch 4s
eine dritte Losung, die fir
uns wichtigste, hinzu, indem
wir die Hiilfsgeraden s,
und s mit AS und A S; zu-
sammenfallen lassen G'2),

Wir ziehen also nach
ABTI (Fig. 41) aus S die
drei Strablen, die s=A S,
in ABC, und aus S, die
drei Strahlen, die <, = A S -
in A B, C; schneiden, und
bestimmen den  Schnitt-
punkt ¥ von B B, und C (..
— Zu einem beliebigen
Strahl d von S erhalten wir
den zugeordneten d; von S,
indem wir den Schnittpunkt sd= 20D mit ¥ durch ¢ und
den Schnittpunkt s, 6 = D; mit S, verbinden.

1. Zusatz. Da B und B,, wie ein Blick in die Figur z
lehrt, zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks S.S; AB und
C und C; zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks SS, AT
sind, so lifst sich die vorstehende Konstruktion auch so
beschreiben:

Aus den finy gegebenen Punkten bilden wir die beiden
Vierecke S.S; AB wund S8, AT und zeichnen in jedem Viereck
die Diagonallinie, welche der Seite SS, zugeordnet ist 18 2);
der Schuittpunkt dieser beiden Diagonallinien ist der Punkt ¥.
Wir erhalten einen neuen Kurvenpunkt A, indem wir zwel
Punkte D und D, in den Seiten AS, und AS des Dreiecks
AS S, die mit ¥ in einer Gerade liegen, aus S und S, pro-
Jizieren.

2. Zusatz. Diese Losung ist die fruchtbarste, weil bei ihr z
der Punkt ¥ eine wichtige geometrische Bedeutung gewinnt.
Um diese zu erkennen, ziehen wir den (in der Figur nicht
gezeichneten) Strahl S 8, =m und suchen den homologen
m, von 8. Dazu miissen wir den Schnittpunkt sm, d.i. S,
mit ¥ durch ¢ und den Schnittpunkt s, u mit S, verbinden.

Fig. 41.
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Wir sehen, dals S, T=m; der dem Strahl S S, =m
homologe ist. Nach Nr. 45 ist aber der Strahl von S,
weleher der Verbindungslinie der Strahlenmittelpunkte ent-
spricht, eine Tangente. — Da aus denselben Griinden S X
die Tangente in S ist, so ist ¥ der Schnittpunkt der Tangenten
in S und S;. Um uns immer an diese geometrische Be-
deutung zu erinnern, wollen wir an die Stelle des Buch-
staben X von jetzt an 1 setzen.

49. Bestimmungsstiicke einer krummen Punktreihe.
Bisher haben wir stets .S und S, zu Mittelpunkten der die Kurve
erzeugenden Strahlenbiischel gemacht; es fragt sich nun, ob
wir dieselbe Kurve erhalten oder eine andere, wenn wir
etwa S und A zu Mittelpunkten von Strahlenbiischeln machen
und diese vermittelst der drei Punkte S, BT projektiv auf-

Fig. 42.

einander beziehen. Um diese Frage zu beantworten, ver-
folgen wir die dritte Konstruktion®®Z 1), indem wir ausgehen
das erste Mal von S und S,, das zweite Mal von S und A,
Wir zeichnen also (Fig. 42) die der Seite S S, zuge-
ordneten 62 Diagonallinien BB, und C C, der Vierecke
SS AB und SS, AT und erhalten dadurch fur die erste
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Kurve den Schnittpunkt 7748 Z22) der Tangenten in S und Sy;
ebenso erhalten wir durch die der Seite SA zugeordneten
Diagonallinien B B, und CC, den Schnittpunkt 7} der
Tangenten in S und A fiir die zweite Kurve. Bezeichnen
wir noch die Punkte, in denen S, von BB, und C C, ge-
schnitten wird, durch B, und T,, so folgt (2%)

aus Viereck SS;AB: §S§,. B, B, ein harmonischer Wurf;
aus Viereck SS;AT: §S,.C, I, ein harmonischer Wurf;

folglich S S, B, B, A S S, C, I', ). Durch Projektion dieser
Punktgruppen aus 5 und C erhalten wir zwei projektive (30
Strahlengruppen B (S S, B, B,) A C (S8, C, T,), die in per-
spektiver ®9 Lage sind, weil sie den Strahl B C(S,) ent-
sprechend gemein haben; die Schnittpunkte S 7'7, der drei
iibrigen Strablenpaare liegen mithin in einer Gerade, und
der Punkt 7" ist von 1) durch S und AS; @ % harmonisch
getrennt, weil z. B. die Gegenseiten des Vierecks SS; AB,
die sich im Diagonalpunkt 5 schneiden, durch die heiden
andern Diagonalpunkte B, und B, harmonisch getrennt
werden %), Die Punkte T und T, liegen also mit S in einer
Gerade und werden durch S und A S, harmonisch getrennt.

Mit Hiilfe dieses Ergebnisses lifst sich nun zeigen, dals
jeder Punkt der ersten Kurve auch ein Punkt der zweiten
Kurve ist. Wir zeichnen einen beliebigen Punkt A (Fig. 43)
der ersten Kurve, indem wir die Punkte 2 und 2, in den
Seiten A S, und A § des Dreiecks ASS;, die mit Tin einer
Gerade liegen, aus S und S; projizieren 48 21). Von dem ge-
zeichneten Kurvenviereck SS, AA sind D und D, zwei
Diagonalpunkte; der dritte, der Schnittpunkt von SS; und
A A, heifse D,. Dann mufs, weil die
beiden Diagonalpunkte D; und 2, Vil Pl A_ZL
durch die Gegenseiten des dritten 4
Diagonalpunktes harinonisch getrennt
werden @4, D D, durch den von T’
durch S und A.S, harmonisch ge-
trennten Punkt gehen, das ist @» 77, A
Benutzen wir nun den Strahl 7, D D,,
um einen Punkt der zweiten Kurve zu zeichnen, so haben
wir®# % D und D, aus S und A zu projizieren; dadurch
aber erhalten wir A. —

Da wir in dieser Weise weiter schliefsen konnen, dafls

Fig. 43.
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die von den Strahlenbiischeln S und A erzeugte Kurve die-
selbe ist wie die von den Strahlenbiischeln A und B er-
zeugte, so ist bewiesen, dafls die Punkte S und S, ersetzt
werden konnen durch irgend *® % zwei andere Punkte, mit
andern Worten, dals S und S, zwel beliebige Punkte der
Kurve sind, dass mithin alle Ligenschaften, die von S (oder S))
gelten, von jedem Punkte der Kurve gelten.
Das Ergebnis, dafs sich durch fiinf Punkte nur eine
Kurve legen lifst, driicken wir so aus:
Eine Punktreile zweiter Ord-
nung st durch finf Punkte

FEin Strahlenbiischel zweiter
Ordnung ist durch fiinf Strahlen

bestimmd. bestimmi.
Zusatz.  Alle Stiicke, die die projektive Verwandtschaft

zweier Strahlenbiischel S und S, bestimmen, bestimmen auch
eine Kurve zweiter Ordnung®. Die projektive Verwandt-
schaft von S und S, ist nun nicht allein durch drei Punkte
ABT bestimmt, sondern auch durch zwei Punkte A und B
und den Strabl ¢ von S, der dem Strahl S, S von S, ent-
gpricht, und ferner durch einen Punkt A und die Strahlen o
und oy, welche der Verbindungslinie .S .S, in S und S, ent-
sprechen. Da ¢ und o, die Tangenten®® der durch die
projektive Verwandtschaft erzeugten Kurve sind, so haben wir:

Eine Kurve zweiter Ord-
nung ist bestimmt sowohl
durch vier Punkte und die
Tangente in dem einen dieser
Punkte als auch durch drei

Ein Strahlenbiischel zweiter
Ordnung ist bestimmt sowohl
durch vier Strahlen und den
Beriihrungspunkt des einen
dieser Strahlen als auch durch

drei Strahlen und die Be-
rithrungspunkte von zweien
dieser Strahlen.

Punkte und die Tangenten in
zweien dieser Punkte.

50. Projektive Strahlenbiisechel in zwei Kurven-
punkten. Noch ein weiterer wichtiger Satz ist in Nr. 49
bewiesen. Zcichnen wir séimtliche Kurvenpunkte A, indem
wir (Fig. 43) den Punkt D die Dreiecksseite A S; durch-
laufen lassen, so haben wir®74):

ABAD, [TAD RS (B).
Ordnet man also dem Strahle von S, welcher durch den

Kurvenpunkt A geht, den Strahl von A zu, der ebenfalls
durch A geht, so sind die Strahlenbiischel S (A) und A (A)
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projektiv auf einander bezogen. Da wir in derselben Weise
weiter schliefsen konnen, dafs A (A) A B (A) ist, so haben wir:

Eine Punktreihe zweiter Ord- Ein Strahlenbischel zweiter
nung wird aus zwei belichigen | Ordnung schneidet zwel be-
ihrer Punkte durch zwei pro- | liebige seiner Strahlen in zwer
Jjektive Strahlenbiischel projiziert. | projektiven Punktreilen.

Zusatz. Die vorstehende Fassung unsers Satzes istz

noch mangelhaft. Unter den Punkten der Kurve, die wir
z. B. aus A projizieren sollen, ist auch der Punkt A; einen
Punkt aber kann man nicht aus sich selbst projizieren, da
eine Gerade erst durch zwei Punkte bestimmt ist. Wir
miissen also zu unserm Beweise zurtickkehren, um zu finden,
welcher Strahl vor A dem Strahl S (A) entspricht fiir den
Fall, dafs A in A failt. A f&llt aber in A (Fig. 43), wenn
D (und D)) in A und folglich ), in den Schnittpunkt von
AT, und S8, fillt. Da dann der Strahl AA D, durch T,
geht, mithin die Tangente in A ist, so haben wir der obigen
Fassung unsers Satzes noch hinzozufiigen :

Der Strahl, welcher einen Der Punkt, in dem ein
Kurvenpunkt aus sich selbst | Strahl eines Biischels sich
projiziert, ist seine Tangente. | selbst schneidet, ist sein Be-
rithrungspunkt.

51. Harmonische Trennung von Ecke und Gegen- s
seite eines Kurvendreiecks. Wir haben noch nicht den
ganzen Inhalt des in Nr. 49 ge-
gebenen Beweises in Worte ge-
kleidet. Allein die Thatsache,
dals die zur Konstruktion der
Kurve benuntzten Punkte S S, ...
beliebig sind, wird uns in den
nichsten Nummern eine Fiille
von Siitzen liefern, da wir Eigen-
schaften, die wir fiir einzelne
dieser Punkte abgeleitet haben,
nunmehr als allgemein giiltig
aussprechen konnen.

Zuniichst kleiden wir das Fig. 44.

Ergebnis 4 in Worte, dafs S von A S, durch 7" und T
harmonisch getrennt wird. Da ST 7) die Tangente in S
ist, ASS, aber ein beliebiges Kurvendreieck, so schneidet
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AS, die Tangente der Gegenecke S in einem Punkte K
(Fig. 44), der von S harmonisch getrennt wird durch die
Punkte 7' und 7, in denen die Tangente in S von den
Tangenten der beiden anderen Ecken S; und A geschnitten
wird. — Nennen wir das von den Tangenten in drei Kurven-
punkten gebildete Dreiseit ein Kurvendreiseit, ferner (dual, 7)
das von drei Strahlen eines Biischels zweiter Ordnung ge-
bildete Dreiseit kurz ein Biischeldreiseit und das von ihren
Beriihrungspunkten gebildete Dreieck ein Biischeldreieck, so
haben wir:

I. Der Kegelschnitt,

1. Jede Seite eines Kurven-
dretecks schneidet die Tangente
der Gegenecke tn einem Punlte,
der von dieser Gegenecke durch
die Tangenten der beiden andern
Ecken  harmonisch  getrennt
wird. —

1. Jede Ecke eines Biischel-
dreiseits wird aus dem Be-
rithrungspunkte der Gegenseite
durch etnen Strakl projiziert,
der von dieser (Gegenseite durch
die Berihrungspunkte der beiden
andern Setten  harmonisch ge-
trennt wird, —

Da A T, die Tangente in A ist, so konnen wir die
Thatsache, dals die vier von A (Fig. 44) ausgehenden Strahlen
ATy T.S K) einen harmonischen Wurf bilden®), so aus-

sprechen :

2. Jede Seite eines Kurven-
dreiseits wird von dem Strahl,
der ihren Berilrungspunkt mit
der Gegenecke verbindet, durch
die Beriihrungspunkte der beiden
andern Seiten harmonisch ge-
trennt.

9. Jede Ecke eines Biischel-
dreiecks wird von dem Punkte,
in dem thre Tangente von der
Gegenseite  geschmitten  wird,
durch die Tangenten der beiden
andern Ecken harmonisch  ge-
trennt.

52. Schnittpunkte einer Gerade mit der Kurve.
Schneidet eine beliebige Gerade p die Kurve in einem Punkte A,
so konnen wir®® A zum Mittelpunkt des einen von zwei die
Kurve erzeugenden Strahlenbiischeln machen; jeder Strahl
von A, also auch p, geht daher (vgl. 45) aufser durch A
noch durch einen zweiten Kurvenpunkt, durch den Punkt
namlich, in dem er von dem homologen Strahl des zweiten
Biischels geschnitten wird. — Um den besondern Fall, dafs
der homologe Strahl des zweiten Biischels dureh A geht,
unsere Gerade p also® eine Tangente ist, nicht gesondert
in Worte kleiden zu miissen, sagen wir von einer Tangente,
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dafs sie die Kurve in zwei (in den Berithrungspunkt zu-
sammenfallenden) Punkten schneidet (vgl. 50 Z).

Auf jedem  Strahl  eines

Kurvenpunktes liegt noch ein
zweiter Kurvenpunk,

Durch  jeden Punkt eines
Strahles geht moch ein zweiter
Strahl des Biischels zweiter
Ordnunyg.

53. Tangenten und Diagonallinie. In Nr. 48 Z sahen
wir, dals die der Seite S S, zugeordnete Diagonallinie des
Vierecks S .S, A B durch den Schnittpunkt der Tangenten von
S und S; geht. Dieser Satz gilt, wie wir nunmehr®? wissen,
fiir jedes Kurvenviereck; daher:

Die Tangenten zweier Ecken
etnes Kurvenvierecks schneiden
sich in einem Punkte derjenigen
Diagonallinie, die der durch
die beiden Ecken bestimmten
Vierecksseite zugeordnet 2 ist,

54. Paseal und Brianchon.
Diagonalpunkte
STABS, A in einer Gerade lagen.

wir, dals die
Stelle dieser sechs Punkte
der Kurve setzen kinnen®?),
gemein :

Dritter Sechseckssatz. Die
drei Diagonalpunkte %6 ?) jedes
einfachen Kurvensechsecks liegen
in etmer Gerade. (Pascalsche
Gerade.)

Die Beriihrungspunkte zweier
Seiten  eines  Biischelvierseits
liegen in etnem Strahle des-
Jjenigen Diagonalpunktes, wel-
cher der durch die beiden Seiten
bestimmten  Vierseitsecke zu-
geordnet 15 2) s,

In Nr. 47 7Z sahen
des Kurvensechsecks
Da wir nun an die

irgend sechs andere Punkte
so haben wir (vgl. 38 Z) all-

Dritter Sechsseitssatz. Die
drei Diagonallinien jedes ein-
fachen DBiischelsechsseits gehen
durch einen Punkt. (Brianchon-

scher Punkt.)

Anmerkung. Dieser (linke) Lehrsatz des Pascal falst
unsere zweite Kurvenkonstruktion®” auflserordentlich kurz
zusammen und wird daher vielfach Anwendung finden. —
Aus dem Pascalschen Sechseck kann man den Satz iiber
das Kurvenfiinfeck®® ableiten, indem man zwei Ecken
zusammenfallen lifst und an die Stelle der sie verbindenden
Seite die Tangente setzt; auch die Sitze iiber das Viereck
und Dreieck lassen sich auf diese Weise gewinnen (statt
durch die in Nr.56 und 57 gegebenen direkten Konstruktionen).
In allen diesen Fillen wendet man den Pascal am bequemsten

o
-~
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an, indem man die sechs Ecken durch Ziffern, und zwar je
zwei zusammenfallende Ecken durch zwei gleiche Ziffern,
bezeichnet und nun aus dem Schema®t? die Gegenseiten
und ihre Schnittpunkte, die Diagonalpunkte, abliest und
dabei als Verbindungslinie zweier zusammenfallenden Ecken
die Tangente nimmt. — Zu bemerken ist noch, dals die
Reihenfolge der sechs Ecken beliebig ist und dals es daher
zu jedem Kurvensechseck mehrere (sechzig) Pascalsche
Geraden giebt.

55. Kurvenfiinfeck.

Aufgabe: Eine Kurve zwei- Aufgabe: Einen Strahlen-
ter Ordnung zu zeichnen, | biischel zweiter Ordnung zu
wenn vier Punkte und die | zeichnen, wenn vier Strahlen
Tangente in einem dieser | und der Berithrungspunkt in
Punkte gegeben sind. einem dieser Strahlen ge-

geben sind.

Losung: Sind wuns die vier
Punkte S.S,AB und der Strahl ¢
des Punktes S gegeben, so haben
wir die beiden Strahlenbiischel S
und S, projektiv so auf einander
zu beziehen, dals sich in den
Punkten A und B homologe Strahlen
schneiden®? und dafs der Strahl o
von S dem Strahl S, S ent-
spricht o),

Stellen wir diese projektive Ver-
wandtschaft durech die in Nr. 47
gegebene Konstruktion her, so er-
halten wir statt des Kurvensechs-
eckes ST ABS, A das Kurvenfinf-
eck SABS, A (Fig. 45), bei welchem
die drei Punkte ¥ DD, in einer

Fig. 45. Gerade liegen. In Worten:

Fiinfeckssatz.  Der Punkt, |  Flinfseitssatz. Die Gerade,
in dem eine Seite eines ein- | welche eine Ecke eines ein-
fachen Kurvenfiinfecks die | fachen Biischelfiinfseits mit
Tangente der gegentiber- | dem Berithrungspunkt der
liegenden Ecke schneidet, | gegeniiberliegenden Seite ver-
und die beiden Schnittpunkte | bindet, und die beiden Ver-
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von je zwei unter den iibrigen | bindungslinien von je zwei
vier Seiten, die nicht auf- | unter den iibrigen vier Ecken,
einander folgen, liegen in | die nicht auf einander folgen,
einer Gerade. gehen durch einen Punkf.

Man findet®*8 die Pascalsche Gerade des Fiinfecks
— T
aus dem Schema i 1 é é 4 5.

Zur Ubung @™%: S 8, Ap B o; S S, Ay Beo 0}
S0 S; AB0; SoS; ABxp0; SouS; ApBa; Seo S;c0ABoa.

56. Kurvenviereeck.

Aufgabe: Eine Kurve } Aufgabe: Einen Strahlen-
zweiter Ordnung zu zeichnen, | biischel zweiter Ordnung zu
von der drei Punkte und die ’ zeichnen, von dem drei
Tangenten in zweien dieser l Strahlen und die Beriihrungs-
Punkte gegeben sind. | punkte in zweien dieser

Strahlen gegeben sind.

Losung: Sind uns die drei Punkte SS, A und der
Strahl ¢ des Punktes S und der Strahl ¢, des Punktes S,
gegeben, so haben wir die beiden Strahlenbtischel S und S,
projektiv so aufeinander zu beziehen, dafls sich im Punkte A
zwei homologe Strahlen schneiden® und dals ¢ dem Strahl
S, S und der Strahl SS, dem Strahl o, entspricht®.
Benutzen wir die in Nr. 48 gegebene Konstruktion, so
erkennen wir, dafs uns
der dort konstruierte
Schnittpunkt der Dia-
gonallinien, den wir s %
mit dem Buchstaben 7
bezeichnen wollten, durch
die beiden Tangenten ¢
und ¢, bereits gegeben
ist; dafs wir also nur
die Punkte D und D,
der Seiten AS, und A S
(Fig. 46), die mit 7 in
einer Gerade liegen, aus Fig. 46.

S und S, zu projizieren
haben, um neue Kurvenpunkte A zu erhalten.
Der Vollstindigkeit wegen sprechen wir auch diese
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Konstruktion in Form eines Lehrsatzes aus, trotzdem das
Ergebnis identiseh ist mit Nr. 53. Betrachten wir die
vier Kurvenpunkte S A S, A, indem wir ihnen eine bestimmte
Reihenfolge beilegen, als die Ecken eines einfachens
Vierecks, so lifst sich die Konstruktion in Form eines Lehr-
satzes so aussprechen:
Viereckssatz.  Die beiden

Vierseitssatz.  Die beiden

Punkte, in denen sich die
Gegenseiten eines einfachen
Kurvenvierecks  schneiden,
und der Punkt, in dem sich
die Tangenten zweier Gegen-
ecken schneiden, liegen in
einer Gerade.

Man findet G+4)

Geraden, die die Gegenecken
eines einfachen Biischelvier-
seits verbinden, und die Ge-
rade, welche die Berithrungs-
punkte zweier Gegenseiten
verbindet, gehen durch einen
Punkt.

die Pascalsche Gerade des Vierecks

— 1 |
durch das Schema 11 .‘IZ 3I 3 4.

Zusatz. Drei Punkte S S; A und die Tangenten ¢ und
o, in S und S, komnen wir darstellen durch vier Punkte:
SS, A und 7, wenn wir den Schnittpunkt oo, durch T
bezeichnen. Wir haben also ein Stiick weniger notig, als
wenn wir die Kurve als bestimmt ansehen durch fiinf
Punkte ®® oder durch vier Punkte und die Tangente des

einen dieser Punkte (4%,

Wir wollen deswegen im folgenden, wenn nicht ausdriicklich
etwas anderes jestgesetzt wird, unter den Worten: Iiine Kurve
ist gegeben, immer verstehen: S S, A und T sind gegeben;

und umgekehrt wollen wir die Aufgabe: Fine Kurve zu
zeichnen, als gelost ansehen, wenn wir S'S; A und 1" konstruiert

haben.

Zur Ubung@4: SS,Ac|a,, SS,Axna0a,; SS, A ollo;
S(XDS1 AO'O'l; Soosl ACDGUI; SwSlwAO'O'l.

57. Kurvendreieck.
Aufgabe: Von einer Kurve
zweiter Ordnung sind drei
Punkte und die Tangenten
in zweien dieser Punkte ge-
geben ; man soll die Tangente
des dritten Punktes zeichnen.

Aufgabe: Von einem Strah-
lenbiischel zweiter Ordnung
sind drei Strahlen und die
Beriithrungspunkte in zweien
dieser Strahlen gegeben; man
soll den Bertihrungspunks des
dritten Strahls zeichnen.
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Losung: Die Seiten AS, und AS (Fig. 47) des ge-

gebenen Kurvendreiecks
A S S, mogen die ge-
gebenen Tangenten der
Gegenecken S und S, in
den Punkten K und K,
schneiden. Die gesuchte
Tangente des Kurven-
punktes A ist von AT
durch S und .S, harmonisch
getrennt®»), Den von A T’
durch S und S, harmonisch
getrennten Strahl konnen
wir aber vermittelst des
Viereecks S S, K K, von
dem A und 7 zwei Dia-
gonalpunkte sind, finden,

Fig. 47.

indem wir den dritten Diagonalpunkt K,, den Schnittpunkt
der Gegenseiten SS, und K K|, zeichnen.

Die drei Punkte K K, K,, die nach unserer Kon-
strukfion in einer Gerade liegen, sind die Punkte, in denen
die Seiten unsers Kurvendreiecks die Tangenten der Gegen-

ecken schneiden. Daher

Dreieckssatz: Die drei
Punkte, in denen die Seiten
eines Kurvendreiecks die
Tangenten der Gegenecken
schneiden, liegen in einer
Gerade.

Dreiseitssatz: Die drei Ge-
raden, welche die Ecken eines
Biischeldreiseits mit den Be-
rithrungspunkten der Gegen-
seiten verbinden, gehen durch
einen Punkt.

Die Pascalsche Gerade des Kurvendreiecks erhilt man(®4 4

— 71— |
aus dem Schema 11 é 2| 3 3.

58. Kurvendreiseit.

Aufgabe: Von einer Kurve
zweiter Ordnung sind drei
Tangenten und die Be-
rithrungspunkte in  zweien
dieser Tangenten gegeben;
man soll den Beriihrungs-
punkt der dritten Tangente
zeichnen.

Boger, Ebene Geometrie der Lage.

Aufgabe: Von einem Strah-
lenbiischel zweiter Ordnung
sind drei Beriihrungspunkte
und die Strahlen durch zwei
dieser Beriihrungspunkte ge-
geben; man soll den Strahl
des dritten Beriihrungspunktes

zeichnen.
H
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Losung: Die Tangenten der beiden gegebenen Punkte S
und S, (Fig. 47) mogen von der dritten gegebenen Tangente
in T, "und T, geschnitten werden. Die Seite S S, schneidet
dann’ die dritte Tangente 7, T, in einem Punkfe K,, der
von der gesuchten Gegenecke A durch T, und 7, ®% har-
monisch getrennt ist. Den von K, durch 7, und 7,
harmonisch getrennten Punkt konnen wir aber vermlttelst
des Vierecks S S, 7, T,, von dem 7' und K, zwei Diagonal-
punkte sind, ﬁnden, indem wir den drltten Dlagonalpunkt J,
den Sehmttpunkt von S T, und S, T}, zeichnen; die Ver-
bindungslinie der beiden Dlagonalpunkte T und J schneidet
dann die Tangente 1) 7, in dem gesuchten Beriihrungs-
punkte AG%),

Die drei Verbindungslinien S T, S, 7, und T'A, welche
nach unserer Konstruktion durch einen Punkt ) gehen, sind
die Geraden, welche die Ecken des gegebenen Kurvendreiseits
mit den Beruhrungspunkten der Gegenseiten verbinden. Daher

Dreiseitssatz: Die drei
Geraden, welche die Ecken
eines Kurvendreiseits mit
den Berithrungspunkten der
Gregenseiten verbinden, gehen
durch einen Punkf.

Zusatz.

Dreieckssatz: Die drei
Punkte, in denen die Seiten
eines Biischeldreiecks die
Tangenten der Gegenecken
schneiden, liegen in einer
Gerade.

Haben wir den Beriihrungspunkt der dritten

Tangente gezeichnet, so konnen wir aus S, A und 7 die
durch die gegebenen Stiicke bestimmte Kurve zeichnen 06 D,
die vorhergehende Konstruktion lost daher die

Aufgabe:Eine Kurvezweiter
Ordnung zu zeichnen, von der
drei Tangenten und die Be-
riihrungspunkte in zweien
dieser Tangenten gegeben
sind.

Aufgabe: Einen Strahlen-
biischel zweiter Ordnung zu
zeichnen, von dem drei Be-
rithrungspunkte und die Tan-
genten in zweien dieser Be-
rithrungspunkte gegeben sind.

59. Kurvenviereek und zugeordnetes Kurven-
vierseit. Sind AABT (Fig. 48) vier Kurvenpunkte und
0 die Tangente in A, so wissen wir®®, weil die Tangenten
in A und A sich in der der Vierecksseite A A zugeordneten (62
Diagonallinie B schneiden miissen, dafs die Tangente «
der Ecke A durch den Punkt A geht, in dem J von der
Diagonallinie Q R geschnitten wird. In derselben Weise
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ergiebt sich, dafs die Tangenten 8 und y in B und I' durch
die Punkte B und C gehen miissen, in denen J von den
Diagonallinien R £ und P @ geschnitten wird.

Betrachten wir das Kurvendreieck A A B, so wird 6W
der Punkt K, in dem die Seite AB die Tangente J der
Gegenecke A schneidet, von dieser Gegenecke A durch A4
und B, die Schnittpunkte von ¢ mit den Tangenten in den
beiden andern Ecken, harmonisch getrennt. Verbinden wir
B mit diesen vier harmonischen Punkten A K. A4 B, so er-
halten wir vier harmonische Strahlen, die die Diagonallinie
Q R in den vier harmonischen®s Punkten QR . A4,
schneiden, wenn wir mit 4, den Punkt bezeichnen, in dem
die Tangente B B-=—=g die Diagonallinie Q R schneidet.
Durch denselben, von 4 durch @ und R harmonisch ge-
trennten Punkt A, geht die Tangente I = y©3, — Ent-
sprechendes lifst sich fiir die Gegenecken B B, und die
Diagonalpunkte R P und schliefslich fir CC, . P Q zeigen.

Nennen wir den Inbegriff der vier Tangenten 0 8y
das dem Kurvenviereck A ABT zugeordnete Kurvenvierseit,
so konnen wir das Ergebnis so ausdriicken:

Jedes Kurvenviereck hat mait
dem zugeordneten Kurvenvierseit
das Diagonaldreieck gemeinsam;
Je zwei Gegenecken des Kurven-
vierseits werden durch zwel
Diagonalpunkte harmonisch ge-
trennt.

Jedes Biischelvierseit hat mit
dem zugeordneten Biischelviereck
das  Diagonaldreiseit  gemein-
sam; je zwer (regenseiten des
Biischelvierecks werden durch
2wet Diagonallinien harmonisch

etrennt,
g B%
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60 60. Identitdt von Punktreihe und Strahlenbiischel
zweiter Ordnung., Es seien S und S, (Fig. 49) zwei
beliebige Punkte einer Kurve und ¢ und o, ihre Tangenten.
Ist dann A irgend ein weiterer Punkt der Kurve, so ist die
Kurve gegeben durch S8, A und 7=o00,%*% und neue
Kurvenpunkte A werden gefunden, indem man die in den
Seiten A S, und A S liegenden Punkte ) und D,, die mit
T in einer Gerade liegen, aus S und .S, projiziert“s?.

Wiederholen wir nun die Betrachtungen von Nr. 49,
so gelangen wir zu einem wichtigen Satz. — Von dem
Viereck SS, AA sind D und D, zwei Diagonalpunkte.
Bezeichnen wir den dritten, den Schnittpunkt der Gegen-
seiten SS, und A A, durch R, so lifst sich zeigen, dals,
wihrend die Diagonallinie D D), sich um den Punkt 7T

dreht, auch die beiden
andern Diagonallinien

DRund D, R sich um

feste Punkte drehen.
Weil die beiden

Gegenseiten S A und

S, A, die sich im Dia-

gonalpunkt D
schneiden, durch die
beiden andern Dia-

gonalpunkte ), und R

barmonisch getrennt

werden %) so geht

DR durch den von 7' durch S und AS, harmonisch ge-

trennten @), festen (2% Punkt 7, ; ebenso geht 1), & durch den

von 7T'durch.S, und A S harmonisch getrennten, festen Punkt 75,.

Weil ferner ®® die Tangenten in S und A, da die Seite

S A durch den Diagonalpunkt D geht, sich auf der Diagonal-

linie D), B schneiden miissen, so geht die Tangente von A

durch den Punkt M, in welchem die Tangente S 7' von

D, R geschnitten wird. Aus denselben Griinden geht die

Tangente von A durch den Punkt %, in dem die Tangente

S, T von der Diagonallinie D) R geschnitten wird. Bewegt

sich nun der Punkt D in A S, so haben wirG?4):

MITYA D, [TYA D [T,]AN.
Die Punkte M und N also, in denen die Tangenten
einer Kurve zweiter Ordnung zwei beliebige ¢ und o, unter

Fig. 49.
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ihnen schneiden, sind projektiv aufeinander bezogen; die
Tangenten einer Kurve zweiter Ordnung lassen sich daher
auffassen als die Verbindungslinien homologer Punkte zweier
projektiven geraden Punktreihen. Den Inbegriff dieser
Verbindungslinien aber haben wir einen krummen Strahlen-
biischel genannt4?, so dafs wir haben:

Die Tangenten einer krum- Die  Berihrungspunkte der
men  Punktreihe bilden einen | Strahleneineskrummen Biischels
krummen Strahlenbiischel. bilden eine krumme Punktreihe.

Was wir demnach von den Strahlen eines krummen
Biischels bewiesen haben, gilt auch von den Tangenten
einer krummen Punktreihe und umgekehrt, so dafls wir in
Zukunft statt von einem krummen Strahlenbiischel von einem
Tangentenbiischel sprechen und auf ihn die bisher rechts
gestellten Sitze anwenden kinnen; von einem krummen
Biischel sagen wir, dals seine Strahlen eine krumme Punkt-
reihe wmbhillen. —

Aus unserm Beweise (Fig. 49) ergiebt sich noch die
Kette perspektiver Glieder

AB AR [T, A M.

In Worten: Wenn wir dem Strahle des beliebigen Kurven-
punktes A, der den Kurvempunkt A projiziert, den Punkt der
beliebigen Tangente o zuordnen, in dem sie von der Tangente d
des Kurvenpunktes A geschnitten wird, so ist der Strahlenbiischel
des Kurvenpunktes projektiv auf die Punktrethe der Tangente bezogen.

Zusatz. Aus den vielen neuen Sitzen, die sich mit
einem Schlage daraus ergeben, dafls die rechts gestellten
Sitze auch Aussagen iiber krumme Punktreihen enthalten,
heben wir vorldufig nur den folgenden hervor, der sich aus
Nr. 49 ergiebt. Wihrend wir bisher nur wufsten, dals eine
Kurve bestimmt ist durch 5 Punkte; 4 Punkte und 1 Tangente;
3 Punkte und 2 Tangenten konnen wir jetzt hinzufiigen:
durch 2 Punkte und 3 Tangenten; 1 Punkt und £ Tangenten ;
5 Tangenten. (Der Ubersichtlichkeit wegen ist bei dieser
Aufzihlung nicht iiberall die Bedingung hinzugefiigt, dals
Punkte und Tangenten, so weit sie paarweise auftreten, in
einander fallen mtissen).

61. Kurvenvierseit.

Aufgabe: Von einer Kurve sind vier Tangenten
und der Beriihrungspunkt in einer dieser Tangenten

z

61
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gegeben; man soll die Beriihrungspunkte der iibrigen

Tangenten zeichnen.

Losung: Das Diagonaldreieck B B, £ (Fig. 50) des
gegebenen Kurvenvierseits o o, « 8 ist zugleich®® das
Diagonaldreieck des gesuchten Kurvenvierecks S.S; AB. Da
nun die Tangente ¢ des gegebenen Punktes S und die

i

|

|

!

{

1/
22

N
]

Fig. 30.
Tangente des gesuchten Punktes S, sich auf der Diagonal-
linie B B, schneiden, so mufs die Seite S.S, durch den
dritten Diagonalpunkt & gehen©». Wir erhalten also S,
vermittelst der Gerade SR — In ihnlicher Weise findet
man die iibrigen Beriihrungspunkte. —

Haben wir in der angegebenen Weise die Beriithrungs-
punkte der Tangenten ¢, und o gezeichnet, so konnen wir
aus SS; A und 7 die durch die gegebenen Stiicke bestimmte
Kurve zeichnen®®?; die vorhergehende Konstruktion lost
daher die

-Aufgabe: Eine Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen,
von der vier Tangenten und der Berithrungspunkt in
der einen dieser Tangenten gegeben ist.

In Zeichen: Soo, af.

zZ Zusatz.* In Nr. 43 zeigten wir, dafs jeder Schnitt eines
Kreiskegels eine krumme Punktreihe ist. Wir kehren zu
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dem Beweise zurtick, um ihm eine im folgenden benutzte
Bemerkung hmmzufucven

Wir wihlten ®® zwei beliebige Punkte S und S, des
Kreises zu Mittelpunkten zweier Strahlenbiischel abe¢... und
a, by e ..., die wir vermittelst der Kreislinie progektw auf-
einander bezogen; die Ebenen «fy... und «, g3 7, ..., die
diese Strahlenbiischel aus den durch S und SI gehenden
Kegelselten s und s, projizierten, schnitten dann n jede Ebene
¢ in zwei prOJektlven Strahlenbiischeln a' ' ¢’... A a,'d, "¢
Wir richten jetzt unser Augenmerk auf die Krelstan@ente m,
in S,, die dem Strahl S S, = m entspricht(3); die Ebene ty,
welche m, aus der Kegelselte 8 proymert sehnexdet ¢ in
dem Strahl m,’, der dem Strahle '=2{8"8," entspricht;
m," ist daher "9 die Tangente der in e llegenden krummen
Punktreihe. Da S ein beliebiger Punkt des Kreises ist,
so haben wir: Die Projektion jeder Kreistangente ist eine
Tangente der in ¢ liegenden krummen Punktreihe. —

Mit Hilfe dieser Bemerkung konnen wir nun die
Umkehrung von Nr. 43 beweisen, also den

Lehrsatz: Jede krumme Punktreihe ist ein Kegel-
schnitt oder
Krumme Punktreihe und Kegelschnitt sind identische

Linien.

Die krumme Punktreihe, von der wir ausgehen, wollen
wir durch S® bezeichnen und die Ebene, in der S? liegt,
durch & Ist ¢ eine beliebige Tangente von S2 und A ihr
Bertihrungspunkt, so legen wir durch « eine beliebige Ebene
0 und zeichnen in dieser irgend einen Kreis, der die Gerade a
in A berithrt. Sind nun be¢d irgend drei weitere Tangenten
von 82, die a in B C D schneiden, so ziechen wir von BCD
in 0 die drei Tangenten b, ¢, d, an den Kreis. Die drei
Ebenen b0, ce,, dd, gehen durch einen Punkt K, und der
Kegel, welcher den Kreis aus K propmert sehne1det wie
wir zeigen wollen, die Ebene ¢ in 82 Nach Nr. 43
schneidet der Kreiskegel die Ebene ¢ in einer krummen
Punktreihe. Von dieser krummen Punktreihe, die wir zu-
niichst S; nennen wollen, sind &¢d Tangenten, als Pro-
jektionen der Kreistangenten b, ¢, d,; aufserdem ist « eine

Tangente und A ein Punkt von S1 Die beiden krummen
Punktreihen S? und S} haben also vier Tangenten und den
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Beriihrungspunkt der einen dieser Tangenten gemeinsam
und sind daher(®° 2 identisch.

62. Kurvenfiinfseit.

Aufgabe: Von einer Kurve sind fiinf Tangenten
gegeben, man soll die Bertihrungspunkte der Tangenten
finden.

Losung: Um die Berithrungspunkte S und S, von ¢
und ¢, zu finden, betrachten wir die Kurvenvierseite 6o, ¢
und o, @y und zeichnen in jedem den Diagonalpunkt, der
der Ecke o0, zugeordnet ist(6%, vermittelst des Schemas

oa o, 8 und des Schemas o« g, y. Die Gerade, welche die

in beiden Vierseiten gefundenen Diagonalpunkte R und 7,
verbindet, schneidet o und o, in den gesuchten Punkten S
und §,69. —

Haben wir in der angegebenen Weise die Bertihrungs-
punkte SS, A gezeichnet, so kinnen wir aus S S, A und T
die durch die gegebenen Stiicke bestimmte Kurve zeichnen ®¢ 2
die vorhergehende Konstruktion 1ost daher die

Aufgabe : Eine Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen,
von der fiinf Tangenten gegeben sind.

Zusatz. Die Aufgabe lifst sich noch auf eine andere
Weise losen. Da wir jetzt ®0 wissen, dals das Biischel-
fiinfseit ®» identiseh ist mit dem Kurvenfiinfseit, so lifst sich
der Beriihrungspunkt z. B. der Tangente o nach dem Schema

[—

|
Goa ,4117 0 finden, indem man den Schnittpunkt der Ver-
bindungslinien (¢ a).(yd) und («B).(00d) mit dem Schnitt-
punkt gy verbindet.

§ 5. Die gerade Involution.

63. Involution. In Nr. 38 haben wir eine Pro-
jektivitiit 8™ betrachtet, in der ein Element seinem zu-
geordneten zweifach entspricht. Diese besondere Pro-
jektivitdt ist fiir uns ebenso wichtig wie die allgemeine;
wir fiihren daher fiir sie einen neuen Namen ein durch die

1. Definition: Fine Projektivitit, in der ein Element
seinem zugeordneten zwetfach entspricht, heifst eine Involution.
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Der Fundamentalsatz®® Iifst sich dann so fassen:

2. Lehrsatz: In einer Involution entspricht jedes
Element seinem zugeordneten zweifach. —

Zwei Grundgebilde, die eine Involution bilden, heifsen
involutorisch liegend oder kurz involutorisch. Den Begriff
der involutorischen Lage kann man ausdehnen auf zwei
ungleichartige Grundgebilde, z. B. auf eine Punktreihe s und
einen Strahlenbiischel S. Ist die projektive Verwandtschaft
von s und S durch 4 BCAabe bestimmt®®) und be-
zeichnen wir die Punkte, in denen s von abc¢ geschnitten
wird, durch 4, B, C,, so sind durch 4 B CA A, B, C, zwei
projektive Punktreihen in s bestimmt. Haben diese involu-
torische Lage, so sagen wir auch von der Punktreihe
ABC... und dem Strahlenbiischel abec..., dals sie in-
volutorische Lage haben:

3. Definition. Eine Punktreihe und ein Strahlen-
biischel liegen involutorisch, wenn die Punktreihe und
der Schnitt® ihres Trigers mit dem Strahlenbiischel
involutorische Lage haben. —

Statt dafs man in Zeichen die involutorische Verwandt-
schaft zweier Grundgebilde ausdriickt durch 44, CD...
N4, 4C D, ... spricht man auch hiufig von der In-
volution 4A4,.CC, . DD, ... und nennt zwei homologe
Elemente, z B. 4 A,, ein Elementenpaar der Involution und
zwei solche Elementenpaare, z. B. 4 4, .CC,, einen Wurf
der Involution. — Die allgemeine projektive Verwandtschaft
zweier Grundgebilde ist bestimmt durch die willkiirliche
Annahme der sechs Elemente 4 B C 4, B, C,®%; da bei
der involutorischen Verwandtschaft der Punkt B in 4, und
B, in A tallt®®, so kann man nur vier Elemente 4 4, C C,
willkiirlich annehmen. Um die Zusammengehorigkeit der
Elemente kenntlich zu machen, sagt man, dals die involu-
torische Verwandtschaft durch den Wurft A4 A, .CC, be-
stimmt ist. — Da eine Involution aus zwei projektiven Grund-
gebilden besteht, so ergiebt sich®™), dafs eine Involution,
die ein Ordnungselement hat, noch ein zweites Ordnungs-
element hat. —

Um das, was sich uns tiber die Involution ergeben hat,
fiir die Anwendung in knapper Form bereit zu haben,
sprechen wir das Vorstehende noch einmal in kurzen Sitzen
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aus, indem wir die Definition in einer Fassung wiederholen,
die aunch fiir ungleichartige Gebilde giiltig ist. Dabei wollen
wir, trotzdem es nach der Entstehung der Involution eine
Tautologie ist, besonders aussprechen, dals die Elemente
eines involutorischen Grundgebildes und die ihnen invelu-
torisch zugeordneten projektiv sind.
4. Zwer projekiive Grundgebilde liegen involutorisch
(bilden  eine  Involution), wenn ein Ilement seinem
homologen zweifach entspricht.
In Zeichen: Wenn 44, CD...AN4,4AC D,...
ist, so bilden 4 4,.CC, . DD, ... eine Involution.
5. Eine Involution ist durch einen Wurf bestimmd.
6. Eine Involution, die ein Ordmungselement hat, hat
noch ein zweites Ordnungselement.
7. Die Elemente eines Grundgebildes und die thnen
involutorisch zugeordneten sind einander projektiv. —
Bezeichnen wir die Ordnungselemente einer Involution
durch £ und ¢ und irgend ein weiteres Elementenpaar
durch 4.4, so ist PQAA ANPQA, 4; folglich4 ist
P Q.A A, ein harmonischer Wurf. In Worten:
8. Huat eine Involution zwei Ordnungselemente, so wird
Jedes Elementenpaar durch die beiden Ordnungselemente
harmonisch getrennt.
A Anmerkung. Eine Involution kann nicht mehr als zwei
Ordnungselemente haben; denn sonst entspriiche jedes Ele-
ment sich selbst®3),

4 64. Die Vierecksinvolution. Sind ABT (Fig. 51) die
Ecken eines Dreiecks und
A, B, C, dreiPunkte in den
Gegenseiten, die in einer
Gerade 0 liegen, so werden,
wie bewiesen werden soll,
aus jedem Punkte A die
drei Ecken und die Punkte
in den Gegenseiten durch
Strahlenpaare einer Invo-
lution A(AA4,.BB,.T ()
projiziert.

Schneiden die dreiStrah-
len A(ABT) die Gerade &
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in ABC, so ist, wenn wir noch den Schnittpunkt von A A
und BT durch 2 hezeichnen ©7 )

AA BC[AJA PA BT [A J/\AA C, B9 A A AB, C,.

Es bilden daher®w 4 4, . BB, .CC, und m1th1n auch
AAA, .BB,.TC) oder a “1 Wb b] .ce eine Involution.

1. Lehrsatz: Die FEcken eines Dreiecks und drel

Punkte der Gegenseiten, die in einer Gerade liegen,

werden  aus ]edem LPunkte durch Straklenpaare einer

Inwvolution prq;zzmt —

Da eine Involution durch zwei Strahlenpaare bestimmt

ist %), so gilt auch die
2. Umkehrung: Den drei Strahlen einer Involution,
die durch die Fcken etnes  Dretvecks qe/wn sind drez

Strahlen homolog, die die Gegenseiten in drei Punkien

schneiden, die in einer Gerade liegen.

Zusatz, Der Inhalt unsers Lehrsatzes lilst sich noch z
in anderer Form wiedergeben. — Der Punkt A bildet mit
den Ecken des Dreiecks ABT ein Viereck (Fig. 51), dessen
Gegenseiten die Gerade § in den Punktpaaren der Involution
AA, .BB,.CC, schuneiden,

und die Gerade 0 bildet mit den Seiten des Dreiecks
ein Vierseit, dessen Gegenecken A4, .BB, . C, aus A
durch die Strahlenpaare der Involution’ aa, bb .cce, pro-
jiziert werden.

Wir konnen daher unserm Satze die folgenden beiden
Formen geben:

Vierecksinvolution.  Die Vierseitsinvolution.  Die
Punkte, in denen eine beliebige | Strahlen, durch welche die
Gerade durch die Gegenseiten | Gegenecken eines Vierseits aus
eines Vierecks geschnitten wird, | einem beliebigen Punkte pro-
sind  Punktpaare einer In- | jiziert werden, sind Strahlen-
volution. paare einer Involution.

Anmerkung. Das Wort Involution wird im engern (und A
urspriinglichen) Sinn fir den Inbegriff der drei Punktpaare
gebraucht, in denen eine beliebige Gerade von den Gegen-
seiten eines Vierecks geschnitten wird. — Die Verall-
gemeinerung des Satzes geben wir in Nr. 170.

65. Involutorische Paarung der Punkte einer 6
Gerade. Mit Hiilfe des eben'#4%) gewonnenen Viereckssatzes
16sen wir die
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Aufgabe: Die Punkte einer | Aufgabe: Die Strahlen
Gerade involutorisch  zu | eines Punktes involutorisch
paaren. Zu paaren.

Losung: Ist der Wurf, der die Involution des Trigers ¢
bestimmt®3), 4 A, .BB,, so lifst sich die Aufgabe durch
ein Viereck mit drei festen und drei beweglichen Seiten in
folgender Weise losen.

Die feste durch A (Fig. 52) gelegte Gerade mdge von
den festen durch B und B, gelegten Geraden in S und S,
geschnitten werden. Um nun
zum Punkte C den homologen
C, 7u finden, projizieren wir
C aus S auf S, B, und den
gefundenen Punkt D aus 4,
auf S B und schliefslich den
gefundenen Punkt D, aus S,
auf den Triger s. Die Punkte
C und C, bilden dann ein
Punktpaar®+?% der durch 4.4,
.B B, bestimmten Involution.—

Unsere Konstruktion (und Figur) ist im Grunde eine
Wiederholung der in Nr. 38 (Fig. 33) gegebenen Kon-
struktion mit der Vereinfachung, dals die dort zum Beweise
der involutorischen Lage notwendigen Linien weggelassen
sind. Das Viereck S S, D D, mit den drei festen und drei
beweglichen Seiten hiels damals A, BAA,. —

Identisch ist unsere Figur mit der Figur 46. Der (hier
nicht benutzte) Schnittpunkt A der projektiven Strahlen-
biischel SO und S, D, beschreibt, wenn C sich in s
bewegt, eine Kurve, die durch die Ecken des durch die
drei festen Geraden gebildeten Dreiseits geht und die
Geraden A4, S und A4, S, beriihrt.

Zusatz.  Wiederholen wir unsere Konstruktion fiir den
Fall, dafs A und 4, zusammenfallen in P und B und B,
in Q, so erkennen wir, dals C und C, durch P und Q
harmonisech getrennt werden®%). Da sie perspektiv liegen
zu den Strahlenbiischeln SO und S, D,, die durch A4,
projektiv auf einander bezogen sind, so konnen wir sagen,
indem wir das Ergebnis auf beliebige Grundgebilde iiber-
tragen(®:

Fig. 52.
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Die Elemente eines Grundgebildes und die von thnen
durch zwei feste Elemente harmonisch getrennten sind ein-
ander projektiv. Die festen Elemente sind die Ordnungs-
elemente der wvon den etnander harmonisch zugeordneten
Elementen gebildeten Involution.

In Zeichen: Sind PQ.A A, PQ.BB, u s. w. har-
monische Wiirfe, so tolgt

PQABA, ... N\PQA B A...

66. Ordnungspunkte einer Involution. Sind A A, ¢6
und B B, irgend zwei Punktpaare einer in dem Triger s
liegenden Involution und X X, irgend ein weiteres Punkt-
paar, so wird, weil®) A4 BX A A4, AB, X, ist, der
Punkt X, den Triger s im Sinn® A4, A B, durchlaufen,
wenn der Punkt X den Triger im Sinn 4.4, B durch-
lauft®%), Wir unterscheiden nun zwei Fille.

I. Der Wurt 4 A, . B B, ist elliptisch, d. h.0% die
beiden Punktpaare trennen einander.

In diesem Fall ist der Sinn A4, A B, derselbe wie der
Sinn 4 4, B (siehe Fig. 53). Wenn also X die Strecken
A'B; B/A; AB; BA

durehliduft, durchlduft X, die Strecken
A, B; B A; A'B,; B A,.
Es wird daher keine Strecke von beiden Punkten gleich-

zeitig durchlaufen; X fallt r

also in keinem Punkt mit T T g emoooo
X, zusammen, d. h.6™ dije Z Z
Involution hat keinen Ord- T, D

nungspunkt: ¥ig. 53.

1. Eine Involution hat keinen Ordnungspunki, wenn
einer ihrer Wiirfe elliptisch ist.

IL. Der Wurf A 4, . B B, ist hyperbolisch; d. h.(1%)
die beiden Punktpaare trennen einander nicht.

In diesem Fall ist der Sion 4, A B, dem Sinn 4.4, B
(siehe Fig. 54) entgegengesetzt. Wenn also X die Strecken
AA; A/B; B'B;; B A

durchlduft, durchléuft X, die Strecken
A, 4; AB; B,'B; BA,.
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Da die Strecke 4 4, sowohl wie B'B, gleichzeitiz und
in entgegengesetztem Sinn durchlaufen wird, so giebt es

x _____ auf der Strecke 4.4, und

TR T auf der Strecke B B, je

B, B einen Punkt, in dem X und

TS YT X, zusammentfallen,  einen
Fig. 54. Ordnungspunkt :

2. FEine Involution hat zwer Ordrungspunkte, wenn
einer threr Wiirfe hyperbolisch ist. —

67. Parabolischer Wurf. Halten wir von den beiden
Punktpaaren .1 4, . B B,, die eine Involution bestimmen(®3),
drei Punkte A A4, B fest und lassen B, den Triiger durchlaufen,
so entspricht jeder Lage von B, eine bestimmte Involution.
Nehmen wir an, dafs B auf A4 4, liegt, so sehen wir: So
lange B, sich auf der Strecke A4 .4, befindet, hat die
Involution zwei Ordnungspunkte®®); liegt B, auf A A4,©),
so hat die Involution keinen Ordnungspunkt®6). Von lnter-
esse ist nun mnoch der Augenblick des Ubergangs, wo B,
sich in 4, (oder in A) befindet. In diesem Fall ist der
Wurf 4 4, . B B, weder elliptisch noch hyperbolisch. Wir
nennen einen solchen Wurf, dessen beide Punktpaare einen
Punkt (A4,) gemeinsam haben, parabolisch. Suchen wir fiir
diese Lage der Punkte nach Nr. 65 zu einem beliebigen
Punkte €' den homologen C,, so finden wir, dafs C, in 4,
(B,) fillt; es entspricht daher jedem Punkte € der
Punkt A4,, d. h. jeder Wurf ist parabolisch. Nennen wir
den Punkt A4, der allen Punkten (auch sich selbst) ent-
spricht, einen Ordnungspunkt, so konnen wir den Satz aus-
sprechen:

FEine Involution hat einen Ordnungspunkt, wenn einer
threr Wiirfe parabolisch ist.

68. Eine Involution und ihre Wiirfe. Fiir die Er-
gebnisse von Nr. 66 und 67, die sich auf alle Grundgebilde
tibertragen lassen®, finden wir einen kurzen Ausdruck, wenn
wir noch die folgenden Bezeichnungen einfiihren:

1. Definition: Eine gerade Involution heilst elliptisch,
hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem sie kein
Ordnungselement, zwe: Ordnungselemente oder ein Ord--
nungselement hat.
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Da sich aueh noch ergiebt, dals jeder Wurf z. B. einer
elliptischen Involution elliptisch sein mufs, so konnen wir

zusammenfassend sagen:

2. Kine gerade Involution und ihre Wiirfe sind gleich-

namig.

§ 6.

Projektive Verwandtschaft krummer

Grundgebilde.

69. Krumme Wiirfe.

Ist S ein beliebiger Punkt
einer Kurve zweiter Ordnung,
so schneidet jeder Strahl von
S die Kurve noch in einem
zweiten Punkte®?), Bezeichnen
wir nun die Punkte, in denen
die Strahlen a b¢ und # von
S die Kurve zum zweiten
Male schneiden, durch ABT
und X, so wird, wenn der
Strahl « sich um S im Sinn
abec® dreht, der Punkt X
von A nach B gelangen, ohne
mit [ zusammengefallen zu
sein; dreht sich dagegen x
im entgegengesetzten Sinn,
so gelangt X von A nach I
und dann erst nach B:

1. Ein Punkt X, der eine
krumme.  Punkfreihe  be-
schreibt, kann auf zwei
Weisen von einem Punkte A
nach einem Punkte B ge-
langen, einmal indem er den
Punkt T iberschreitet, das
andere Mal indem er den
Punkt I nicht iiberschreitet.

Wir wollen auch hier wieder
den ersten Bewegungssinn

Ist s ein beliebiger Strahl
eines Biischels zweiter Ord-
nung, so geht durch jeden
Punkt von s noch ein zweiter
Strahl®?. Bezeichnen wir nun
die zweiten Strahlen des
Biischels, welche durch die
Punkte 4 BC und X von s
gehen, durch « gy und #, so
wird, wenn der Punkt X sich
auf s im Sinn 4 B C® be-
wegt, der Strahl # von «
nach ¢ gelangen, ohne mit y
zusammengefallen zu sein;
bewegt sich dagegen X im
entgegengesetzten Sinn, so
gelangt # von o nach y und
dann erst nach g:

1. Ein Strahl #, der einen

krummen Strahlenbiischel be-

schreibt, kann aufzwei Weisen
von einem Strahl « nach einem
Strahl 8 gelangen, einmal in-

dem er den Strahl y iiber-

schreitet, das andere Mal in-
dem er den Strahl y nicht
iiberschreitet.

Wir wollen auch hier wieder

den ersten Bewegungssinn

69
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durch AT B, den zweiten
durch ABT bezeichnen. —

Setzen wir nun fest, dafls
der Punkt X die krumme
Punktreihe im Sinne ABT
beschreibt, so ist damit eine
bestimmte Reihenfolge der
Kurvenpunkte festgelegt. Ist
A irgend ein vierter Punkt
der Kurve, so kann die
Reihenfolge der vier Punkte
sein: AABT, ABAT oder
ABT A Fassen wir die vier
Punkte zu zwei Punktpaaren
zusammen, deren Inbegriff
wir zum Unterschied von
einem geraden Punktwurf@o)
einen  krummen  Punktwurf
nennen, so kann in dem Wurf
AB.T A, je nach der Lage
des Punktes A, das Punkt-
paar A B das Punktpaar [ A
trennen (bei der Reihenfolge
AABT) oder nicht trennen
(bei der Reihenfolge ABAT
und bei der Reihenfolge A B
I A). Beriicksichtigen wir auch
noch den Fall, dals A in A
(oder in B) fllt, so kinnen
wir fiir den krummen Punkt-
wurf, wie wir es fiir den ge-
raden gethan haben(® = 69 die
drei Definitionen aufstellen :

2. Ein krummer Punktwurf
heifst  elliptisch, wenn seine
Punktpaare einander trennen;
hyperbolisch, wenn seine Punkt-
paare einander nicht trennen;
parabolisch, wenn die beiden
Punktpaare einen Punkt ge-
meinsam haben. —

durch ay 8, den zweiten durch
a 3 v bezeichnen. —

Setzen wir nun fest, dafls
der Strahl # den krummen
Strahlenbiischel im Sinne « 8y
beschreibt, so ist damit eine
bestimmte Reihenfolge der
Biischelstrahlen festgelegt. Ist
0 irgend ein vierter Strahl
des Biischels, so kann die
Reihenfolge der vier Strahlen
sein: adpy, afdy oder « By 0.
Fassen wir die vier Strahlen
zu zwei Strahlenpaaren zu-
sammen, deren Inbegriff wir
zum Unterschied von einem
geraden@V Strahlenwurf einen
krumamnen Strahlenwurf nennen,
so kann in dem Wurf af.74,
je nach der Lage des Strahles
0, das Strahlenpaar ¢ das
Strahlenpaar y 0 trennen (bei
der Reihenfolge « 0 8 y) oder
nicht trennen (bei der Reihen-
folge apBoy und bei der
Reihenfolge « g y 0). Beriick-
sichtigen wir auch noch den
Fall, dals 0 in « (oder in §)
fillt, so konnen wir fiir den
krummen Strahlenwurf, wie
wir es fiir den geraden ge-
than baben, die drei Defini-
tionen aufstellen:

9. Ein krummer Strahlen-

wurf  heifst  elliptisch, wenn
setne  Strahlenpaare  etnander
trennen; hyperbolisch, wenn

seine  Strahlenpuare einander
nicht trenmen; parabolisch, wenn
die beiden Strahlenpaare einen
Strakl gemeinsam haben. —
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Vier Kurvenpunkte ABT A
werden aus irgend zwei wei-
tern Kurvenpunkten S und
S, durch zwei projektive
Strahlengruppen S (ABT A)
A S, (ABT A) projiziert 60,
Da zwei projektive Strahlen-
gruppen die Endglieder einer
Kette von perspektiven Glie-
dern sind®%, so folgt aus
Nr. 11,, dafs zwei projektive
Strahlengruppenimmer gleich-
namig sind; daher:

3. Ein krummer Punkt-
wurf wird aus jedem Kur-
venpunkt durch einen gleich-
namigen Strabhlenwurf pro-
Jjiziert.

Hieraus folgt, dafs Nr. 10,
sich auf krumme Punktwiirfe
ausdehnen ldfst:

4. Von den drei krummen
Wiirfen, die man aus vier
Kurvenpunkten  bilden  kann,
sind zwet hyperbolisch und einer
elliptisch.

Vier Btischelstrahlen o3y ¢
schneiden irgend zwei weitere
Biischelstrahlen s und s, in
zwei projektiven Punktgrup-
pen s(afByd) A s (afyd)Co.
Da zwei projektive Punkt-
gruppen die Endglieder einer
Kette von perspektiven Glie-
dern sind®%), so folgt aus
Nr. 11,, dafs zwei projektive
Punktgruppen immer gleich-
namig sind; daher:

3. Ein krummer Strahlen-
wurf schneidet jeden Biischel-
strahl] in einem gleichnamigen
Punktwurf.

Hieraus folgt, dafs Nr. 11,
gich auf krumme Strahlen-
wiirfe ausdehnen l4fst:

4. Von den dret krummen
Wiirfen, die man aus vier
Biischelstrahlen  bilden  kann,
sind zwer hyperbolisch und
einer elliptisch.

Anmerkung. Weil fiir einen krummen Strahlenbiischel &
unsere Betrachtungen der Vorstellung schwerer zugiinglich
sind als tiir eine krumme Punktreihe, so sind noch einmal®4
die dualen® Begriindungen hinzugefiigt.

70. Harmonisehe Elemente eines krummen Grund- 7
gebildes. Diese und die folgende Nummer dienen dazu,
die Worte harmonisch und projektiv auf die krumme Punkt-
reihe und den krummen Strahlenbiischel zu tbertragen.
Diese Ubertragung wird vermittelt durch die geraden Ge-
bilde und stiitzt sich auf den Satz®® von der projektiven
Verwandtschaft gerader Gebilde, die perspektiv zu einem
krummen Gebilde liegen. Sie bietet uns vor allem den
Vorteil grofserer Kiirze beim Ubersetzen unserer geome-
trischen Ergebnisse ins Deutsche, da wir beim Aussprechen

Boger, Ebene Geometrie der Lage, 6
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unserer Sitze die beim Beweise eingeschalteten geraden

Gebilde weglassen konnen. —

1. Definition: Vier Punkte
einer krummen Punktreihe
heifsen harmonisch, wenn
sie aus emem Punkte der
Kurve durch vier harmo-

nische Strahlen projiziert
werden.
2. Lehrsatz:  Vier har-

montsche Punkte einer krummen
Punktreihe werden aus jedem
Kurvenpunkte durch vier har-
mongsche Strahlen projiziert®,

3. Lehrsatz: Durch ein
Punktpaar und einen Punkt
einer krummen Punktreihe ist
der vierte harmonische Punkt
bestimmt @3,

4. Lehrsatz:
Punkte einer krummen
Punktreihe einen  harmo-
nischen Wurf, so geht der
Triger des einen Punkt-
paares durch den Punkt, in
dem sich die beiden Tan-
genten des andern Punkt-
paares schneiden.

Bilden vier

1. Definition: Vier Strahlen
eines kruommen Strahlen-
biischels heifsen harmoniseh,
wenn sie emen Strahl des
Biischels in vier harmo-
nischen Punkten schneiden.

2. Lehrsatz:  Vier har-
montsche Strahlen eines krum-
men Strahlenbiischels schneiden
jeden Bischelstrahl in wvier
harmonischen Punkten.

3. Lehrsatz: Durch ein
Strahlenpaar und einen Strahl
eines krummen Strahlen-
biischels ist der vierte har-
monische Strahl bestimmt.

4. Lehrsatz: Bilden vier
Strahlen eines  krummen
Strahlenbiischels einen har-
monischen Wurf, so liegt
der Schnittpunkt des einen
Strahlenpaares auf der Ge-
rade, die die beiden Beriihr-
ungspunkte  des  andern
Strahlenpaares verbindet.

Beweis: Projizieren wir den krummen harmonischen
Wurf AB.T A aus A und B, so erhalten wir ™ die beiden
harmonischen Strahlenwiirfe A(AB.T A) und B(AB.T A);

folglich ) A(ABTA) AB(BAT A).

Da dem Strahl AB

der Strahl B A homolog ist, so schneiden sich ®9 die
Projektionsstrahlen A A und B B, das sind ®° 2 die Tangenten
in A und B, auf der Verbindungslinie I A, —

Da durch das Punktpaar AB und den Punkt I der
vierte harmonische Punkt A bestimmt ist (%) so gilt auch die

5. Umkehrung: Geht der
Triger des einen von zwei
Punktpaaren einer krummen

5. Umkehrung: Liegt der
Schnittpunkt des einen von
zwei Strahlenpaaren eines
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Reihe durch den Punkt, in
dem sich die Tangenten des
andern Paares schneiden, so
bilden die beiden Punktpaare
einen harmonischen Wurf.

krummen Biischels in der
Gerade, die die Beriihrungs-
punkte des andern Strahlen-
paares verbindet, so bilden
die beiden Strahlenpaare
einen harmonischen Wurf.

71. Projektive Verwandtsechaft krummer Grund-m

gebilde,

1. Definition: Die Punkte
ABC... einer geraden Punkt-
reihe (DieStrahlen abe... eines
geraden Biischels) heifsen zu
den Punkten ABT ... einer
krummen Punktreihe k2 pro-
jektiv, wenn der Strahlen-
biischel, der die Kurven-
punkte ABT ... aus irgend
einem Kurvenpunkte S pro-
jiziert, projektiv ist zu der
Punktreihe 4 B C. .. (zu dem
Strahlenbiischel abc...).

2. Definition: Die Punkte
ABT ... einer krammen
Punktreihe £* heilsen pro-
jektiv. zno  den Punkten
A/ Bl ... einer krummen

Punktreihe %], wenn der
Strahlenbtischel, der ABT...
aus einem Punkte N von k2
projiziert, projektiv ist zu
dem Strahlenbiischel, der die
Punkte A B I ... ausirgend

171
einem Punkte S, von % pro-
Jjiziert.

3. Lehrsatz: Projiziert man
jede von zwei projektiven
krummen Punkfreihen aus
einem beliebigen ihrer Punkte,
so erhdlt man zwei projek-
tive gerade Strahlenbiischel®?.

1. Definition: Die Strahlen

abe... eines geraden
Biischels (Die Punkte ABC...
einer geraden Punktreihe)

heifsen zu den Strahlenapgy. ..
eines krummen Strahlen-
biischels =* projektiv, wenn
die Punktreihe, in der die
Biischelstrahlen ¢ gy ... ir-
gend einen Biischelstrahl s
schneiden, projektiv ist zu
dem Strahlenbiischel abe...
(zu der Punktreihe A B C...).

2. Definition: Die Strahlen
a eines  krummen
Strahlenbiischels =2 heilsen
projektiv. zu den Strahlen
o, B,y,... eines krummen
Strahlenbiischels x;, wenn
die Punktreihe, die apy...
in irgend einem Strahl s
von z° ausschneiden, pro-
jektiv ist zu der Punktreihe,
die die Strahlen «, 8, y,.. in
irgend einem Strahl s, von x
ausschineiden.

3. Lehrsatz: Schneidet man
jeden von zwei projektiven
krummen  Strahlenbiischeln
durch einen beliebigen seiner
Strahlen, so erhilt man zwei
projektive geradePunktreihen.

o*
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4. Definition: Eine krumme Punktreihe und ein
krummer Strahlenbtischel heifsen projektiv, wenn der
Strahlenbiischel, der die Punktreihe aus einem ihrer
Punkte projiziert, projektiv ist der Punktreihe, die der
Strahlenbiischel in einem seiner Strahlen ausschneidet.

Wenn wir den von den Tangenten einer krummen
Punktreihe gebildeten krummen Strahlenbiischel 69 den der
Punktreihe zugeordneten Tangentenbiischel nennen, so lilst
sich der zweite Satz in Nr. 60 kurz so aussprechen:

5. Lehrsatz: Fine krumme Punkireihe und der ihr
zugeordnete Tangentenbiischel sind einander projektiv.

In Zeichen: Sind ABT A irgend vier Punkte
einer krummen Punktreihe und « 8y 0 ihre Tangenten,
so ist ABTAA afyd.

~ Die weitern Sitze sprechen wir fiir Punkireihe und
Strahlenbiischel gemeinsam aus, indem wir jedem Satz die
Nummer hinzufiigen, auf die er sich stitzt.

6. Sind zwei krumme Grundgebilde einem dritten
geraden oder krummen Grundgebilde projektiv, so
sind sie einander projektiv(s0),

7. In zwei krummen projektiven Grundgebilden
sind vier Elementen, die einen harmonischen Wurf
bilden, vier Elemente homolog, die wieder einen har-
monischen Wurf bilden ¢0),

8. Wenn zwei projektive krumme Grundgebilde, die
in einander liegen, dre; Elemente entsprechend gemein
haben, so haben sie jedes Element entsprechend
gemein (30, ’

9. Die projektive Verwandtschaft zwischen zwet krum-
men Grundgebilden ist durch drei Paar homologe Ele-
mente bestimmt (332,

72 72. Die krumme Involution. Nachdem wir in den
beiden vorhergehenden Nummern die Worte harmonisch
and projektiv auf die krummen Gebilde iibertragen
haben, stellen wir im folgenden die Sétze zusammen, die
sich aus den iiber gerade Involutionen bewiesenen fiir die
krumme Punktreihe und den krummen Strahlenbiischel ohne
weiteres ergeben.

1. Der Inbegriff zweier projektiven krummen Grand-
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gebilde, die in einander liegen, heifst eine krumme
Projektivitit ¢7).

2. Eine lkrumme Projektivitit, in der ein FElement
seinem homologen zweifach entspricht, heifst eine krumme
Involution (632,

3. In einer krummen Involution entspricht jedes Ele-
ment seinem zugeordneten zweifach 3,

4. Fine krumme Involution ist durch einen Wurf be-
stimmg (63,

5. Eine krumme Involution, die ein Ordnungselement
hat, hat moch ein zweites Ordnungselement (63,

6. Eine krumme Involution heifst elliptisch, hyperbolisch
oder parabolisch, je nachdem sie kein Ordnungselement,
zwet Ordnungselemente oder ein Ordnungselement hat(88),

7. Eine krumme Involution und thre Wiirfe sind
gleichnamig ©8),

8. Die Elemente eines krummen Grundgebildes und
die thnen involutorisch zugeordneten sind einander pro-
gektiv 630,

9. Ist eine krumme Involution hyperbolisch, so wird
jedes Elementenpaar durch die beiden Ordnungselemente
harmonisch getrennt 639,

73. Projektionsachse. In einer Kurve sei uns eine 73
krumme Projektivitit 2 SAB..AS, A, B, .. (Fig. 55) ge-
geben. Projizieren wir die Punkte SAB.. aus dem
Punkte S, und die homologen Punkte S, A, B, .. aus S,
so erhalten wir die beiden projektiven ("'s) Strahlenbiischel
S, (SAB.)AS(S, A B,.). Da die Verbindungslinie S S,
der Mittelpunkte sich selbst entspricht, so liegen die Sehnitt-
punkte homologer Strahlen
in einer Gerade p 4, die
bestimmt ist durch den
Schnittpunkt der Strahlen
S;A und SA, und den
Schnittpunkt der Strahlen
S, B und SB,. Diese Ge-
rade p ist die Pascalsche
Gerade des Kurvensechsecks

o T — |
S, B S AB,;anfihr schnei-
den sich daher ®» auch noch die Verbindungslinien A, B
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und AB,. Wirden wir also die beiden projektiven krum-
men Punktreihen nicht aus S, und S, sondern aus A, und A
projiziert haben, so hitten wir dieselbe Gerade p erhalten.
Die Gerade p, die demnach nur abhingig ist von der Pro-
jektivitiit, nicht aber von der Wahl des Punktes S, (S), heilst
die Projektionsachse (Projektivititsachse) der krummen Pro-
jektivitdt SAB.. A S, A B, ...
Lehrsatz: Die Gerade, welche einen beliebigen
Punkt A einer krummen Projektivitit mit dem eben-
falls beliebigen Punkte E, verbindet, schneidet die
Gerade, die die homologen Punkte A, und E verbindet,
in einem Punkte der Projektionsachse (Vergl. 36).

A Anmerkung. Beschriinken wir diesen Satz auf drei
Paar homologe Punkte und befreien ihn vom Begriff der
projektiven Verwandtschaft 6%, so erkennen wir, dafls er
nur eine andere Form des Pascalschen Satzes ist. — Da
wir 49 zwei Geraden als einen besondern Fall einer krum-
men Punktreihe auffassen kionnen, so lifst sich auch der
Satz 36 als ein besonderer Fall des eben bewiesenen
auffassen.

4 74. Konstruktion einer krummen Projektivitit.
Will man zwei krumme Punktreihen, die in einander liegen,
projektiv so auf einander beziehen, dals den PunktenS AB
die Punkte S, A, B, homolog werden, so kann man (%) die
Punkte SAB aus einem beliebigen Kurvenpunkte und
S, A, B, aus cinem zweiten beliebigen Kurvenpunkte pro-
jizieren und die erhaltenen geraden Strahlenbiischel pro-
jektiv aunf einander beziehen GU. Eine einfachere Kon-
struktion ergiebt sich mit Hiilfe der Projektionsachse (™ :

- Wir konstruieren die Projektionsachse p als Pasealsche
Gerade des Kurvensechsecks S A B S AB, (Fig. 55) und
bestimmen dann zu einem beliebigen Punkte A den homo-
logen A, vermittelst des Strahles von S (oder A oder B),
der p in demselben Punkte schneidet wie S, A (oder A, A
oder B, A).

z Zusatz. Schneidet die Projektionsachse p die Kurve
in den Punkten K und Z, so ergiebt unsere Konstruktion,
dafs der Punkt A mit seinem homologen K, und ebenso
L mit L, zusammenfillt, dals also die Schnittpunkte der
Projektionsachse mit der Kurve die Ordnungspunkte der
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Projektivitit sind. Ebenso ergiebt sich umgekehrt, dafs
die Verbindungslinie der Ordnungspunkte die Projektions-
achse ist.

Eine krumme Projektivitit hat demnach zwei Ordnungs-
punkte oder keinen Ordnungspunkt, je nachdem die Pro-
jektionsachse zwei Punkte oder keinen Punkt mit der Kurve
gemeinsam hat. Wir konnen noch hinzufiigen, dals die
Projektivitit einen Ordnungspunkt hat, wenn die Projektions-
achse eine Tangente der Kurve ist.

75. Ordnungselemente einer geraden Projektivitit. 75
Die vorhergehende Konstruktion lLifst sich aumch fiir jede
gerade Projektivitit verwerten. Wir wihlen als Beispiel
zwei in einem und demselben Triiger s liegende projektive
gerade Punktreihen ABCA A, B, C, (Fig. 56). Wir
nehmen eine beliebige Kurve zu Hiilfe und projizieren aus

Fig. 36.

einem beliebigen Kurvenpunkte S sowohl die Punktreihe 4 5C
wie die Punktreihe 4, B, C; und bezeichnen die zweiten ®»
Sehnittpunkte der Projektionsstrahlen mit der Kurve durch
ABTund A, B, I',. Konstruieren wir dann fiir die krumme
Projektivitit (M: 2d 0 ABT A A, B, I, die Projektionsachse p
als Pascalsche Gerade des Kurvensechsecks AB, A BT, ()
so erhalten wir zu einem beliebigen Punkte £ vermittelst
A und A, den homologen D).
Anmerkung. Diese Konstruktion empfiehlt sich, wenn

man gleichzeitig untersuchen will, ob die gerade Pro-
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jektivitit Ordnungspunkte hat oder nicht. Schneidet die
Projektionsachse die Kurve, so liefern die Projektionen der
Schnittpunkte die Ordnungspunkte (Fig. 56). — Die Kon-
struktion wird am einfachsten, wenn man als Hiilfskurve
einen Kreis 2 nimmt.

76. Projektionszentrum. Mit einer krummen Punkt-
projektivitit SAB.. A S A B, .. ist auch immer eine
krumme Strahlenprojektivitit gegeben. Bezeichnen wir
nimlich die zugeordneten Tangenten durch sog.. und
sy P ., 80 ist SAB..AsaB..und S, A B, .. A5 B ..,
daher(d sa B.. A8 0 8 ... Schneiden wir den krummen
Strahlenbtischel s« #.. durch die Tangente s, und s, e, 3, ..
durch s, so erhalten wir die projektiven () geraden Punkt-
reihen s, (s B..) A s (s« B, ..). Da der Schnittpunkt s s, der
Triger sich selbst entspricht, so gehen die Verbindungslinien
homologer Punkte durch einen Punkt P49, Dieser Punkt P
ist der Brianchonsche Punkt des Kurvensechsseits sla 4 8 sI a ﬁl‘l,
durch ihn geht auch die Verbindungslinie der Punkte 1
und «B,®4. Wirden wir also unsere beiden Strahlenbiischel
nicht durch s, und s, sondern durch ¢, und « geschnitten
haben, so hitten wir denselben Punkt P erhalten. Der
Punkt P, der demnach unabhiingig von der Wahl der
Tangente s, (s) und nur abhiingig von der Projektivitit ist,
heilst Projektionszentrum (Projektivititszentrum) der krummen
Projektivitit SAB.. A S, A B, ...

Hat die krumme Punktprojektivitit zwei Ordnungs-
punkte K und L, die krumme Strahlenprojektivitit sef..
A 8 @ B .. mithin zwei Ordnungsstrahlen » und 4, so ist,
weil der Strahl # () mit seinem homologen #, (1,) zusammen-
fillt, die Verbindungslinie der %hmttpunkte s,z und sx,
der Ordnunfrsstrahl #; das Projektionszentrum P ist daher
in diesem Fall der Schmttpunkt der Ordnungsstrahlen.

Unser Ergebnis fassen wir mit dem in Nr. 73 ge-
wonnenen zusammen zu dem

Lehrsatz: Durch eine krumme Punktprojektivitit
SAB.. A S A B, .. ist die Projektionsachse p und
das Projektionszentrum P bestimmt. Die Projektions-
achse ist die Pascalsche Gerade des Kurvensechs-
ecks SA BS AB, und das Projektionszentrum der
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Brianchonsche Punkt des zugeordneten Kurvensechs-
seits. — Jede Verbindungslinie A E, wird von der
zugeordneten A, E in einem Punkte der Projektions-
achse p geschnitten und jeder Schnittpunkt zweier
Tangenten de liegt mit dem zugeordneten d, & in
einem Strahl des Projektionszentrums P. —

Zusatz. Hat die Projektivitiit zwei Ordnungspunkte,
so ist ihre Verbindungslinie die Projektionsachse und
der Schnittpunkt ihrer Tangenten das Projektions-
zentrum. — Hat die Projektivitit einen Ordnungspunkt,
so ist seine Tangente die Projektionsachse ™% und
der Ordnungspunkt das Projektionszentrum ¢ %),

77. Die einer krummen Projektivitit zugeordneten
Projektivititen der Projektionsachse und des Pro-
jektionszentrums. Projizieren wir eine krumme Pro-
jektivitit ABT .. A A B I, .. aus einem beliebigen M ihrer
Punkte, so erhalten wir in M zwei projektive "'s) Strahlen-
biischel, die die Projektionsachse ™ p in zwei projektiven
Punktreihen 4 BC .. A 4, B, C, .. schneiden. Es soll ge-
zeigt werden, dals man immer dieselbe gerade Projektivitit
in der Achse erhiilt, welchen Punkt der Kurve man auch
zur Konstruktion wiihlt.

Ist N ein zweiter beliebiger Punkt der krummen Punkt-
reihe, so ist also zu beweisen, dafs bei der Projektion der
krummen Projektivitit aus N auf die Achse z. B. 4 und 4,
wieder zwei homologe Punkte werden.

Weil MA,  (Fig. 57)
durch 4, geht, mufs M, A
ebenfalls durch 4, gehen®,
d. h. der Punkt, in dem
die Verbindungslinie A A,
die Kurve zum zweiten
Male schneidet, ist der
dem Punkte M homologe

Punkt M,. Schneidet
ferner der Strahl N A4
die Kurve zum zweiten
Male in A, so zeichnen
wir den homologen Punkt
4A,, indem wir den Punkt
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D, in dem M, A die Achse schneidet, aus M auf die Kurve
projizieren o).

Weil nun N A durch 4 geht, so sind auch fiir die
Projektion aus N die Punkte A und 4, homolog, wenn
N A, durch -, geht. Dies aber ergiebt sich aus dem

[N W—
Kurvensechseck M A M ;ANA, ; denn von diesem liegen nach

der Konstruktion die Diagonalpunkte 4 und D, in der
Achse; es muls daher®® die Seite N A, ihre Gegenseite AM,
in einem Punkte der Achse schneiden, d.i. in 4.

Die gerade Projektivitit der Achse haben wir eben
dadurch konstruiert, dafs wir die krumme Projektivitit aus
einem beliebigen ihrer Punkte projizierten. Man kann aber
auch, wie die Figur zeigt, die gerade Projektivitit auns der
krummen erhalten, indem man den Kurvenpunkt A aus den
beiden homologen Purkten M und M, projiziert. Da, wie
wir sahen, N A, durch .4, geht, so schneidet die (in der
Figur nicht gezogene) Verbindungslinie A 4, die Kurve zum
zweiten Male in N, (), Projizieren wir also den Kurven-
punkt A aus N und N, so ergeben sich ebenfalls A und 4,
als homologe Punkte der geraden Projektivitit. Wir konnen
daher die gerade Projektivitit auch dadurch aus der krummen
herleiten, dafs wir die Kurvenpunkte aus irgend zwei festen
homologen Punkten projizieren.

1. Jeder krummen Projektivitit ist in der Projektions-
achse eine gerade Punktprojektivitit zugeordnet.  Diese
zugeordnete Projektivitit der Achse erhalten wir, indem
wir die Projektionsachse schneiden

entweder durch die Straklenpaare, welche die homologen
Punkte der krummen Projektivitit aus irgend einem festen
Kurvenpunkte projizieren,

oder durch die Strahlenpaare, welche die Kurven-
punkte aus irgend zwei festen homologen Punkten der
krummen Projektivitit projizieren. —

Durch die zugeordunete @9 Strahlenprojektivitit a@y ..
A, f3, 7, .. erhalten wir in der beliebigen Tangente y zwei
projektive Pruktreihen, die aus dem Projektionszentrum P
durch zwei projektive Strahlenbiischel abe.. A a, b ¢ ..
projiziert werden. Wihlen wir eine andere Tangente v,
so erhalten wir, wie sich durch die den vorhergehenden
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doalen® Betrachtungen zeigen lifst, in P dieselben
projektiven Strahlenbitischel.

2. Jeder kruommen Projektivitit ist im  Projektions-
zentrum eine gerade Strahlenprojektivitit zugeordnet. Diese
zugeordnete Projektivitit des Zentrums erhalten wir, indem
wir aus dem Zentrum projizieren

entweder die Punktpaare, in denen irgend eine feste
Kurventangente ron den homologen Tangenten der krummen
Projektivitit geschwitten wird,

oder die Punktpaare, in denen irgend zwel foste
homologe Tangenten der krummen Projektivitit von den
Kurventangenten geschnitten werden.

78. Involutionsachse. Entspricht in einer krummen 7
Projektivitit ) ein Punkt seinem homologen zweifach, in
Zeichen S S, A.. A S SA.., so entspricht jeder Punkt(%
seinem homologen zweifach, in Zeichen SS,AA, .. A S, SA/A...
Projizieren wir die Punktreihe SAA, .. aus S, (Fig. 58)
und die projektive Punkt-
reihe S, A, A.. aus S, so
erhalten wir die pro-

jektiven (s Strahlen-
biischel S, (SAA, . ) A ~-
S(S, A, A.). Die homo-
logen Strahlen schneiden
sich in den Punkten der
Projektionsachse p@®, die
also hjernach die Ver-
bindungslinie zweier Dia-
gonalpunkte des Kurven-
vierecks S8, AA, ist. Die
Tangenten « und «, in
den homologen Punkten A
und A, schneiden sich daber in einem Punkte von p 3.
Nennen wir p jetzt nicht mehr Projektionsachse, sondern
Involutionsachse, so haben wir den
Lehrsatz: Die Sclnittpunkte der Tungenten in den
homologen Punkten einer krumonen Involution liegen in
einer Gerade, der Involutionsachse.

Fig. 58.

79. Involutionszentrum. Die der krummen Punkt- 79
projektivitit SAA, .. A S, A, A.. zugeordnete® Strahlen-
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projektivitit seea, .. A8 o «.. ist ebenfalls in involu-
torischer Lage "2, Schneiden wir die Tangenten sa e, ..
durch s, und s, @, «.. durch s, so erhalten wir die beiden
prOJektlven (T2) geraden Punktreihen s (sea ) As(y o ).
Die Verbindungslinien homologer Punkte dieser in s, und s
liegenden projektiven Punktreihen gehen durch das Pro-
Jjektionszentrum (" oder, wie wir hier sagen wollen, durch
das Jnvolutionszentrum P das also hiernach der Schnittpunkt
eweier Diagonallinien des Kurvenvierseits ss, ¢ e, ist. Da
der Sohmttpunkt zweier Diagonallinien des Kurvenv1erse1ts
s s « a, ein Diagonalpunkt des zugeordneten Kurvenvierecks
SS A A ist®), so geht aunch die Verbindungslinie A A,
durch P. Weil A und A, zwei beliebige homologe Punkte
unserer krummen Involutlon sind, so haben wir den

Lehrsatz: Die Verbz’ndungslinien homologer Punkte
emer krummen Involution gehen durch einen Punkt, das
Involutionszentrum.

80 80. Viereck und Vierseit einer krummen Involution.
Die beiden vorhergehenden Sitze 8™ 7 bilden die Grund-
lage der in § 7 folgenden Polarentheorie; wir sprechen
sie deshalb noch in einer zweiten, ftir die spitern An-
wendungen bequemern Form aus.

In Nr. 79 sahen wir, dafs der Diagonalpunkt, durch
den die Gegenseiten SS und A A, des Kurvenvierecks
S8, AA, gehen, das Involutionszentrum ist, und in Nr. 78,
dafs die Verbindungslinie der beiden andern Dlagonalpunkte
die Involutionsachse ist. Da nun S S, und AA, zwei be-
liebige Punktpaare unserer krummen Involutlon sind, so
ergiebt sich:

1. Je zwei Punktpaare einer krummen Involution
bilden ein Kurvenviereck, von dem ein Diagonalpunkt
das Involutionszentrum ist, wihrend die beiden andern
Diagonalpunkte in der Involutionsachse liegen.

In Zeichen: Ist SS,.AA, irgend ein Wurf der
krummen Involution, so 1st der Schnittpunkt (SS,)(AA,)
das Involutionszentrum und die Verbmdungshme von
(SA)(S, A) und (SA) (S, A) die Involutionsachse.
Ferner sahen wir in Nr. 79, dafs der Schnittpunkt

zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits - ss, « ¢, das
Involutionszentrum ist, und in Nr. 78, dafls sich die Seiten
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« und o, (und ebenso s und s) in einem Punkte der
Involutionsachse schneiden:

2. Je zwei Tangentenpaare einer krummen Involution
bilden ein Kurvenvierseit, von dem eine Diagonallinie
die Involutionsachse ist, wihrend die beiden andern
durch das Involutionszentrum gehen.

In Zeichen: Sind ss, .« «, die irgend einem Wuarf
der krummen Involution zugeordneten Tangenten, so
ist die Verbindungslinie (s s,) (& ;) die Involutionsachse
und der Schnittpunkt von (se)(s; &) und (s¢,) (s, @)
das Involutionszentrum.

Zusatz. Ist die krumme Punktinvolution hyper-z
bolisch 29, so ist die Verbindungslinie ihrer Ordnungs-
punkte die Involutionsachse und der Schnittpunkt ihrer
Tangenten das Involutionszentrum. — Ist die kromme
Involution parabolisch, so ist der Ordnungspunkt das
Involutionszentrum und seine Tangente die Involutions-
achse (76 %),

Die erste Bemerkung kann man zur Konstruktion der
Ordnungselemente einer geraden Involution benutzen. Ist
uns z. B. eine gerade Strahleninvolution @ o, . b b, gegeben,
so schneidet sie in einer beliebigen Gerade s eine Punkt-
involution aus. Projizieren wir diese aus irgend einem
Punkte S einer beliebigen Kurve, so erhalten wir in S eine
Strahleninvolution, die die Kurve in einer krummen Punkt-
involution schneidet. Trifft die Achse dieser krummen
Involution die Kurve, so hat die Involution zwei Ordnungs-
punkte. Projizieren wir diese aus S auf die Hilfsgerade s,
so werden die erhaltenen Punkte aus dem Mittelpunkt des
gegebenen geraden Strahlenbiischels durch die gesuchten
Ordnungsstrahlen projiziert (vgl. 75).

81. Die einer krummen Involution zugeordneten s
geraden Involutionen der Involutionsachse und des
Involutionszentrums. Aus Nr. 77 haben wir noch einen
Satz abzuleiten, indem wir die Projektivitdt zur Involution
werden lassen. Der sich ergebende Satz wird seine Ver-
wendung in der Theorie der konjugierten Involutionen (§ 8)
finden. —

Projizieren wir eine krumme Involution aus irgend
einem Kurvenpunkte, so erhalten wir in diesem eine gerade
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Strahleninvolution(s), die die Involutionsachse wieder in
einer Punktinvolution schneidet. Diese Punktinvolution der
Achse ist unabhiingig von der Wahl des Kurvenpunktes(?".

Ist nun SS,.AA, (Fig. 59) irgend ein Wurf der
krummen Involution, so ist der Schnittpunkt der Gegenseiten
SS, und AA, das Involutionszentrum Z, wihrend die
Diagonalpunkte 4 und A,, in denen sich die Gegenseiten

Fig. 59.

SA und § A, SA und S, A schneiden, in der Involutions-
achse p liegen®%). Projizieren wir die krumme Involution
aus S, so liefern die Strahlen SA und SA, die beiden
homologen Punkte 4 und 4, der in der Involutionsachse
liegenden Involution.

Schneiden wir ferner die der krummen Punktinvolution
zugeordnete(® krumme Strahleninvolution durch irgend eine
Tangente, so erhalten wir in dieser eine gerade Punkt-
involution™), die aus dem Involutionszentrum wieder durch
eine Strahleninvolution projiziert wird. Diese Strahleninvolu-
tion ist unabhingig von der Wahl der Kurventangente(™™.

Wihlen wir die Tangente s, so werden s« und se,
aus dem Involutionszentrum £ durch zwei homologe Strahlen
der in P induzierten Involution projiziert. Der Schnittpunkt
sa liegt aber®® in der Diagonallinie P A, des Kurven-
vierecks SS, AA, und der Schnittpunkt s, in der Diagonal-
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linie #.A. Die beiden homologen Strahlen der Strahlen-
involution des Involutionszentrums gehen also durch homologe
Punkte der Punktinvolution der Involutionsachse:

Die durch eine krumme Involution in der Involutions-
achse induzierte Punktinvolution st ein Schnitt (legt per-
spektiv zu) der im Involutionszentrum induzierten Strahlen-
mvolution.

§ 7. Pol und Polare.

82. Die einem Punkte zugeordnete krumme In- s2
volution. Ist 7 ein beliebiger Punkt und sind S S, und
A A, irgend zwei Punktpaare der Kurve, deren Verbindungs-
linien durch P gehen, so ist / das Zentrum der durch den
Wurf SS,.AA, bestimmten) krummen Involution(). —
Sind A und A, irgend zwei Punkte, deren Verbindungslinie
durch P geht, so sind A und A, auch zwei homologe Punkte
unserer Involution S.S,.AA ; denn die Gerade, welche den
Punkt A mit seinem homologen verbindet, geht durch P9
und die Gerade P A schuneidet die Kurve znm zweiten Male
in A, 62,

‘Wir finden also den einem Punkte A homologen Punkt
A, indem wir PA zichen und den zweiten Schnittpunkt dieser
Verbindungslinie mit der Kurve bestimmen. Die so vermittelst
des festen Punktes ” konstruicrte Involution wollen wir die
dem Punkte P zugeordnete krumme Involution nennen:

Jedem Punkte P ist eine krumme Punktinvolution
zugeordnet, deren Zentrum der Punkt 2 ist.

Zusatz, Gehen durch den Punkt I zwei Tangenten, so z
ist nach unserer Konstruktion der Berithrungspunkt jeder
Tangente ein sich selbst homologer Punkt, d. h.®™ ein
Ordnungspunkt :

1. Einem Punkte 2, durch den zwei Tangenten
gehen, ist eine hyperbolische!">) krumme Involution zu-
geordnet, deren Ordnungspunkte die Berithrungspunkte
der beiden Tangenten sind. —

Ist P ein Kurvenpunkt, so ist nach unserer Konstruktion
dem Punkt 7 jeder Punkt, auch der Punkt P selbst, homo-
log, so dafs unsere Involution emen Ordnungspunkt hat:
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2, Jedem Kurvenpunkt P ist eine parabolische(?)
krumme Involution zugeordnet, deren Ordnungspunkt
der Punkt P ist.

83. Die einer Gerade p zugeordnete krumme Punkt-
involution. Ist p eine beliebige Gerade und sind ss, und
o o, irgend zwei Tangentenpaare der Kurve, deren Schnitt-
punkte in p liegen, so ist p die Achse der durch den Wurf
ss, .« «, bestimmten(> krummen Involution™). — Sind 0
und 0, irgend zwei Tangenten, deren Schnittpunkt in p liegt,
so sind 0 und J, auch zwei homologe Strahlen unserer In-
volution ss, .« ; denn der Punkt, in dem der Strahl d von
seinem homologen geschnitten wird, liegt in p"® und durch
den Punkt pd geht die Tangente d 2.

Wir finden also die einer Tangente 0 homologe 0,, indem
wir p & bestimanen und durch diesen Schnittpunkt die zweite
Tangente legen. Auf die angegebene Weise konnen wir ver-
mittelst der festen Gerade p eine Tangenteninvolution kon-
struieren. Die von den Beriithrungspunkten dieser Tangenten
gebildete Punktinvolution®s) wollen wir die der festen Ge-
rade p zugeordnete krumme Punkfinvolution nennen:

Jeder Gerade p ist eine krumme Punktinvolution
zugeordnet, deren Achse die Gerade p ist.

Zusatz, Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei
Punkten, so ist nach unserer Konstruktion die Tangente
jedes Schnittpunktes ein sich selbst homologer Strahl, der
Beriihrungspunkt also ein sich selbst homologer Punkt der
konjugierten Punktinvolution:

1. Einer Gerade p, die mit der Kurve zwei Punkte
gemeinsam hat, ist eine hyperboliseche krumme Punkt-
involution zugeordnet, deren Ordnungspunkte die Schnitt-
punkte sind. —

Ist p eine Kurventangente, so ist nach unserer Kon-
struktion der Gerade p jede Tangente, auch p selbst,
homolog, so dafs unsere Tangenteninvolution eine Ordnungs-
tangente, die zugeordnete krumme Punktinvolution also einen
Ordnungspunkt hat:

2. Jeder Kurventangente p ist eine parabolische(’2
krumme Punktinvolution zugeordnet, deren Ordnungs-
punkt der Bertihrungspunkt der Tangente p ist.
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84. Pol und Polare. Wir haben in aller Ausfiihrlichkeit s«
gezeigt, dals mit einer krummen Punktinvolution ein Punkt
P, das Involutionszentram(™), und eine CGerade p, die In-
volutionsachse(®), verbunden ist und ferner, dals auch um-
gekehrt mit jedem Punkte P®2 und mit jeder Gerade p@%
eine krumme Punktinvolution verbunden ist. Es ist also
auch mit jedem Punkte P eine bestimmte Gerade und mit
jeder Gerade p ein bestimmter Punkt verbunden. Fir die
folgenden Anwendungen nun .ist es vorteilhaft, diesen Zu-
sammenhang zwischen Punkt und Gerade [scheinbar] los-
zulosen von dem vermittelnden Begriff der krummen Punkt-
involution, um [wenigstens in Worten] einen direkten
Zusammenhang zwischen Punkt und Gerade herzustellen.
Diesem Zwecke dienen die folgenden beiden Definitionen. —

Da eine Involution durch zwei Elementenpaare bestimmt
ist(2), g0 kann es weder zwei Punkte noch zwei Geraden
geben, die dieselbe krumme Punktinvolution erzeugen(®? = 83},
wohl aber kann ein Punkt dieselbe Involution erzeugen wie
eine Gerade.

1. Definition: Die Gerade, welche dieselbe krumme
Punktinvolution erzeugt wie der Punkt P, heifst die Polare
des Punktes P.

9. Definition: Der Punkt, der dieselbe krumme Punkt-
involution erzeugt wie die Gerade p, heifst der Pol der
Gerade p.

Aus dieser Definition ergiebt sich sofort der

3. Lehrsatz: Der Punkt P ist der Pol der Gerade
p, wenn p die Polare von P ist, oder

Die Gerade p ist die Polare des Punktes 7, wenn
P der Pol von p ist;

und ferner:

4. Die Involutionsachse ist die Polare des Involutions-
zentrums oder

Das Involutionszentrum ist der Pol der Involutions-
achse.

85. Poldreieck. Aus vier Kurvenpunkten A AB I lassen s
sich drei kromme Wirfe®® bilden: AA.BT; AB.TA;
AT .AB. Jeder Wurf bestimmt eine krumme Involution(2;
von der ersten z. B. ist der Diagonalpunkt P = (AA)(BT)
das Tnvolutionszentrum und die Verbindungslinie der beiden

Bdger, Ebene Geometrie der Lage. 7
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andern Diagonalpunkte die Involutionsachse®%. Von dem
Kurvenviereck A AB T ist daher®% jeder Diagonalpunkt der
Pol der gegentiberliegenden Diagonallinie. Nennen wir ein
Dreieck, dessen Ecken die Pole ihrer Gegenseiten sind, ein
Poldreieck, so kinnen wir das Ergebnis kurz so aussprechen:
1. Das Diagonaldreieck jedes Kurvenvierecks ist ein
Poldreseck.
Ebenso ergiebt sich®):
2. Das Diagonaldreiseit jedes Kurvenvierseits ist
ein Poldreieck.

86 86. Punkte, die in der Polare liegen. Ist P der
Diagonalpunkt (SS,)(AA,) des Kurvenvierecks S.S, AA,
(Fig. 60), mit andern Worten, ist P das Zentrum 2 der
durch S S, . AA, bestimmten krummen Involution, so liegen

Fig. 60.

die beiden andern Diagonalpunkte in der Involutionsachse®®),
also®4%) in der Polare p von P. — Schneidet p die Seite
AA; in U, so ist U von P durch A und A, harmonisch ge-
trennt®%), — Die Tangenten « und «, in A und A, schneiden
sich in einem Punkte 7" von p®. — Wir haben also den

Lehrsatz: In der Polare eines Punkies P liegen

1. zwei Diagonalpunkte jedes Kurvenvierecks, dessen
dritter Diagonalpunkt P ist;

2. jeder PunktU, der durch zwei Kurvenpunkte, deren
Verbindungslinie durch P geht, von P lLarmonisch ge-
trennt ust;

3. jeder Punkt'T, in dem sich zwei Tangenten schneiden,
deren Beriihrungspunkte mit P in einer Gerade liegen.
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Zusatz.  Gehen durch den Punkt P zwei Tangenten z
der Kurve, so ist ihm eine hyperbolische Involution (622D
zugeordnet; die Verbindungslinie der Ordnungspunkte ist die
Achse der hyperbolischen Involution® 2, also®+ die Polare
von P:

1. Gehen durch einen Punkt P zwei Tangenten, so
liegen die Beriihrungspunkte dieser Tangenten in  der
Polare von P. —

Ist P ein Kurvenpunkt, so ist die zugeordnete Involution
parabolisch®2%22); die Involutionsachse einer parabolischen
Involution ist die Tangente®® 2):

2. Die Polare eines Kurvenpunktes ist seine Tangente. —

3. Jeder Punkt, der in seiner Polare liegt, ist ein
Kurvenpunkt.

Wire P nicht ein Punkt der Kurve, so wiirde die
Gerade, welche 2 mit einem beliebigen Kurvenpunkt A ver-
bindet, die Kurve noch in einem zweiten®?, von P ver-
schiedenen Punkt A, schneiden; die Polare von P miifste
dann durch den von P durch A und A, harmonisch ge-
trennten Punkt U gehen®®), wiihrend sie doch durch £ geht.

87. Geraden, die durch den Pol gehen. Ist p die
Diagonallinie (ss,) (« ;) des Kurvenvierseits ss, « o, (Fig. 61),
mit andern Worten ist p die Achse®® der durch die Be-

Lo

*f«;f:::: il

Fig. 61.

rithrungspunkte S8, . A A, bestimmten Involution, so gehen

die beiden andern Diagonallinien durch das Involutions-

zentrum®), also®% durch den Pol P von p. — Wird P aus

der Ecke a o, durch u projiziert, so ist » von p durch «
T*

®

7



100 I. Der Kegelschnitt.

und o, harmonisch getrennt®%. — Die Beriihrungspunkte
der Tangenten « und «, liegen in einem Strahle ¢ von P9
— Wir haben also den

Lehrsatz: Durch den Pol einer Gerade p gehen

1. zwei Diagonallinien jedes Kurvenvierseits, dessen
dritte Diagonallinie p ist;

2. jede Gerade u, die durch zwei Tangenten, deren
Schnittpunkt in p liegt, von p harmonisch getrennt ist;

3. jede Gerade t, die zwei Kurvempunkte verbindet,
deren Tangenten sich in einem Punkte von p schneiden.

z Zusatz. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei
Punkten, so ist ihr eine hyperbolische Involution®3Z1) zy-
georduet; der Schnittpunkt der Tangenten in den Ordnungs-
punkten ist das Involutionszentrum® 2, also®% der Pol von p:

1. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei Punkten,

.50 gehen die Tangenten dieser Schnittpunkie durch den
Pol von p. —

Ist p eine Tangente, so ist die zugeordnete Involution
parabolisch®3Z2); das Involutionszentrum einer parabolischen
Involution ist der Beriihrungspunkt von p#°%:

2. Der Pol einer Tangente ist thr Berihrungspunkt.

3. Jede Gerade, die durch ihren Pol geht, ist eine
Tangente (vgl. 86 Z 3).

88 88. Konstruktion der Polare. Die Polare eines
Punktes P finden wir@®e

1. vermittelst eines Kurvenvierecks, dessen -einer
Diagonalpunkt P ist: indem wir die beiden andern
Diagonalpunkte verbinden;

2. vermittelst zweier Punktpaare S.S, und A A, deren
Triger durch P gehen: indem wir die von P durch diese
beiden Punktpaare harmonisch getrennten Punkte mit ein-
ander verbinden;

3. vermittelst zweier Tangentenpaare ss, und «c,,
deren Beriihrungspunkte mit P in einer Gerade liegen: in-
dem wir die Schnittpunkte dieser Tangentenpaare mit ein-
ander verbinden.

89 89. Konstruktion des Pols. Den Pol einer Gerade p
finden wir®")



§ 7. Pol und Polare. Nr. 88—90, 101

1. vermittelst eines Kurvenvierseits, dessen eine Diagonal-
linie p ist: indem wir den Schnittpunkt der beiden andern
Diagonallinien bestimmen ;

2. vermittelst zweier Tangentenpaare ss, und «e,,
deren Schnittpunkte in p liegen: indem wir den Schnitt-
punkt der durch diese beiden Tangentenpaare von p har-
- monisch getrennten Geraden bestimmen;

3. vermittelst zweier Punktpaare S, und AA,, deren
Tangenten sich auf p schneiden: indem wir den Schnitt-
punkt der Triger dieser beiden Punktpaare bestimmen.

90. Involutoriseche Lage von Pol und Polare.

1. Lehrsatz: Ist P ein beliebiger Punkt und Q
irgend ein Punkt seiner Polare, so lifst sich stets ein
Kurvenviereck zeichnen, von dem P und Q zwei
Diagonalpunkte sind und von dem eine Ecke in den
beliebigen Kurvenpunkt S tillt.

Losung: Wir verbinden den beliebigen Kurvenpunkt S
(Fig. 62) mit P und den Punkt S;, in dem diese Ver-
bindungslinie die Kurve zum zweiten Male schneidet, mit Q.
Schneidet Q S, die Kurve zum zweiten Male in A, so ziehen
wir noch AP und bezeichnen den zweiten Schnittpunkt
von A P und der Kurve durch A,.

Da von diesem Kurvenviereck
S8, AA, nach der Konstruktion
P ein Diagonalpunkt ist, so mufs
jeder der beiden andern Diagonal-
punkte in der Polare p liegen(®6);
es mufs daher, weil S, A die Polare
in Q schneidet, SA, durch () gehen,
so dafs SS AA, das verlangte
Kurvenviereck ist. — Fig. 62.

Auch die Gegenseiten S A und S, A, des gezeichneten
Kurvenvierecks schueiden sich in einem Punkte R (Fig. 62)
der Polare p@%); und da die Diagonallinie £ P des Kurven-
vierecks S8, AA, die Polare des gegentiberliegenden
Diagonalpunktes ) ist®®, so haben wir gleichzeitig zum
Punkte @ die Polare, die Gerade P R, gefunden. Da @
ein beliebiger Punkt von P ist, so haben wir den

2. Lehrsatz: Die Polaren der Punkte einer Gerade
gehen durch einen Punkt, den Pol der Gerade. —
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Halten wir (Fig. 62) den Punkt P und den Punkt S,
und mithin auch S,, fest und lassen @ auf der Polare sich
bewegen, so ist

QASQRS AEIASA)ARA P(R).

Der Strahlenbiischel P (R) beschreibt also einen zu der
Punktreihe @ projektiven Strahlenbiischel. Wenn ¢ in R
fallt, so fillt A in A, R also in Q. Der Strahlenbiischel
P(R)und die Punktreihe Q haben also involutorische Lage(®),
Da P (R) die Polare von € ist®® so haben wir:

3. Die Punkte einer Gerade und die Strahlen ihres
Pols sind involutorisch auf einander bezogen, wenn man
jedem Punkte der Gerade seine Polare zwweist. —

Wir gehen jetzt nicht wie bisher von einer Gerade p,
sondern von einem beliebigen Punkte P aus; ¢ und & seien
zwel seiner Strahlen und 4 und B die Pole von o und b.
Ziehen wir die Verbindungslinie 4 B =—p, so miissen, weil
a und b die Polaren von 4 und B sind®%), die Polaren der
Punkte A BC... der Gerade p durch P gehen®= und pro-
jektiv auf A B C... bezogen sein®s). Da demnach den
Strahlen a b ¢ eines beliebigen Punktes £ die Punkte einer
Gerade p als Pole zugeordnet sind, so konnen wir den
beiden vorhergehenden Sitzen die folgenden hinzufiigen:

4. Die Pole der Strahlen eines Punktes liegen in einer
Gerade, der Polare des Punktes.

5. Die Strahlen eines Punktes und die Punkte seiner
Polare sind involutorisch auf einander bezogen, wenn man
jedem Strahl des Punktes seine Polare zuweist.

o1 91. Die Pole eines krummen Strahlenbiischels. Ist
uns eine krumme Punktreihe, die wir kurz mit 4% bezeichnen
wollen, gegeben und aunfserdem zwei projektive gerade
Punktreihen A BC... A 4, B, C, ... in den Trigern s und
s,, 80 wissen wir, dals die Polaren abc¢... der Punkte
ABC... den geraden Strahlenbiischel S und die Polaren
a, b, ¢ ... von A B, C, ... den geraden Strahlenbiischel S,
bilden®® und dafs abe... Aa, b, ¢ ... ist®%®3%)  Von der
Verbindungslinie 4 A4, ==« ist der Schnittpunkt aae, = 4
der Pol®®%. Da nun die Geraden «gy... die die homo-
logen Punkte zweier projektiven geraden Punktreihen s und
s, verbinden, die Strahlen eines krummen Strahlenbiischels
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s2(4?; und die Punkte ABT ... in denen sich die homologen
Strahlen zweier projektiven geraden Strahlenbtischel S und S,
schneiden, die Punkte einer krummen Punktreihe S? sind,
so haben wir den
1. Lehrsatz: Die Pole der Strahlen eines krummen
Biischels bilden eine krumme Punktreihe. —

Bezeichnen wir den Schnittpunkt ss, der Triger s
und s, durch M, so ist die Polare von M=ss, die
Verbindungslinie S8, = m®9, Ist M, der dem Punkte M
in s, homologe Punkt, also#) der Beriithrungspunkt des
Strahies s,, und m, seine Polare, so ist m, der dem Strahl
S S, = m homologe Strahl und daher> die Tangente in S,.
Dem Berithrungspunkte M, von s, entspricht also die Tan-
gente m, des Poles §,. Da wir zur Konstruktion von s*
statt des Strahles s, jeden andern Strahl des krummen
Biischels verwenden kionnen®®, so konnen wir dem vorher-
gehenden Satze den folgenden hinzufiigen:

2. Die Polaren der Bertihrungspunkte des krummen
Strahlenbiischels s* sind die Tangenten der krummen
Punktreihe S2.

Zusatz. Man nennt die krummen Grundgebilde s? und z
S? Polarfiguren und die Konstruktion, durch die wir die
eine Figur aus der andern erhalten haben, Polarisation.
Durch eine soleche Polarisation erhalten wir zu jedem Satze
einen dualen®.

Wihlen wir z. B. sechs Strahlen von s?, so sind ihre
sechs Pole Punkte von S2 Nehmen wir nun an, dals der
Satz des Pascal bewiesen wire, so wiirde, weil die Polaren
dreier Punkte, die in einer Gerade (der Pascalschen) liegen,
durch einen Punkt gehen®®), aus unserer Polarisation der
Lehrsatz. des Brianchon® folgen. Die lier gelehrte Polari-
sation  berechtigt uns also zur Verwendung des Gesetzes der
Dualitit™.

§ 8. Konjugierte Involutionen.

92. Konjugierte Involution. Wenn der Punkt () o2
in der Polare p von P liegt, so geht die Polare ¢ von Q
durch P9, Wenn also ein Punkt ¢ in der Polare eines
andern Punktes P liegt, so liegt auch dieser zweite Punkt £



104

I. Der Kegelschnitt.

in der Polare des ersten Punktes . Wir konnen demnach
die folgende Definition aufstellen:

1. Definition. Zwei Punkte
heifsen hinsichtlich einer Kurve
konjugiert, wenn der eine in
der Polare des andern liegt.

Hieraus ergiebt sich:

2. Sind zwei Punkte einem
dritten konjugiert, so ist ihre
Verbindungslinie die Polare
desdritten Punktes(Definition).

3. Ein Diagonalpunkt eines
Kurvenvierecks ist jedem der
beiden andern Diagonalpunkte
konjugiert®),

4. Zwei konjugierte Punkte
werden durch zwei Kurven-
punkte, die mit ihnen in einer
Gerade liegen, harmonisch
getrennt(é). —

1. Definition. Zwei Geraden
heifsen hinsichtlich einer Kurve
konjugiert, wenn die eine durch
den Pol der andern geld.

2. Sind zwei Geraden einer
dritten konjugiert, so ist ihr
Schnittpunkt der Pol der
dritten Gerade (Definition).

3. Eine Diagonallinie eines
Kurvenvierseits ist jeder der
beiden andern Diagonallinien
konjugiert(®s).

4. Zwei konjugierte Ge-
raden werden durch zwei
Kurventangenten,die mitihnen
durch einen Punkt gehen,
harmonisch getrennt ¢%). —

Ist p eine beliebige Gerade, £ ihr Pol und Q ein be-

liebiger Punkt von p; schneidet ferner die (durch £ gehende)
Polare ¢ von  die Gerade p in R, so sind @ und R zwei
konjugierte Punkte, P @ und P R zwei konjugierte Geraden.
Lassen wir Q in der Gerade p sich bewegen, so bilden @ und
R zwei projektive Punktreihen in involutorischer Lage():

5. Die konjugierten Punkte,
die in einer Gerade legen,
sind  Punktpaare einer Invo-
lution; diese Involution heifst
die konjugierte Punktinvolution
der Gerade.

5. Die konjugierten Strahlen,
die durch einen Punkt gehen,
sind Strahlenpaare einer Invo-
lution; diese Involution heifst
die  konjugierte  Stralleninvo-
lution des Punktes.

6. Die konjugierte Punktinvolution einer Gerade
liegt perspektiv zu der konjugierten Strahleninvolution
ihres Poles. —

Schneidet die Gerade p die Kurve in einem Punkte K,
so ist die Polare von K die Tangente in K (8% der
Punkt K ist demnach sich selbst konjugiert, also ein Ord-
nungspunkt &%) der konjugierten Involution von p.
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Ist p die Tangente in K, so fillt die Polare von K
mit p zusammen ¢ %); jeder Punkt von p ist daher als dem
Punkte K konjugiert anzusehen. Die konjugierte Punkt-
involution einer Tangente ist daher parabolisch (7.

7. Jeder Kurvenpunkt ist
sich selbst konjugiert; er ist
daher ein Ordnungspunkt in
der konjugierten Involution
jeder durch ihn gehenden
Gerade, insbesondere auch
der Ordnungspunkt der para-
bolischen Involution seiner
Tangente.

93. Elliptische,
konjugierte Involutionen.

7. Jede Tangente ist sich
selbst konjugiert; sie ist da-
her ein Ordnungsstrahl in
der konjugierten Involution
jedes in ihrliegenden Punktes,
insbesondere auch der Ord-
nungsstrahl der parabolischen
Involution ihres Berithrungs-
punktes.

hyperbolische und parabolische 9

Hat die konjugierte Punkt-

involution einer Gerade p zwei Ordnungspunkte K und Z,
so heifst das ©2), K sowohl wie L liegt in seiner Polare;
K und L sind daher %) Kurvenpunkte, d. h. die Gerade
p schneidet die Kurve in A und L.

Ist die konjugierte Involution von p parabolisch, so
heilst das, die Polaren aller Punkte der Gerade gehen
durch den Ordnungspunkt; dieser ist also der Pol der
Gerade %), Der Ordnungspunkt ist daher, weil er in seiner
Polare liegt, ein Kurvenpunkt®éZ) und die Gerade p eine

Tangente 67 %),

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal zusammen:

Die Kurve erzeugt
in jeder Gerade eine konju-
gierte Punktinvolution.

n jedem DPunkte eine konju-
gterte Stralhleninvolution,

Ist diese konjugierte Involution
1. elliptisch,

so hat die Gerade keinen Punkt
mit der Kurve gemeinsam;

so geht durch den Punkt keine
Tangente;

2. hyperbolisch,

so schneidet die Gerade die

Kurve in zwet Punkten;

so gehen durch den Punkt
zwer Tangenten;

3. parabolisch,

s0 st die Grerade eine Tangente.

so liegt der Punkt auf der
Kurve.
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Anmerkung. Durch diesen Satz sind simtliche Geraden
und Punkte in Beziehung zur Kurve gesetzt, wihrend wir
bis jetzt nur von solchen Geraden und Punkten etwas aus-
zusagen wufsten (2, die die Kurve in einem Punkte schnitten
oder von denen aus sich eine Tangente ziehen liefs. Da
wir unsere fernern Sitze auf diese konjugierten Involu-
tionen stiitzen, ergiebt sich fiir uns nirgendwo das Bediirfnis,
das aus der Algebra in die Geometrie eingedrungene Wort
imagindr zu gebrauchen.

94. Zwei Poldreiecke. Die Punkte A einer Gerade
p und ihre Polaren o sind einander projektiv ®%; die Po-
laren a schneiden daher jede Gerade p, in einer zur Punkt-
reihe A projektiven Punktreihe A,. Da A und A4, ein-
ander konjugiert sind®2), so kinnen wir sagen:

1. Zwei gerade Punktreihen 1. Zwei gerade Strahlen-
sind projektiv anf einander | biischel sind projektiv auf ein-
bezogen, wenn man den Punkten | ander bezogen, wenn man den
der einen die thnen konjugierten | Strahlen des einen die ihnen
der andern zuweist. — konjugierten  des andern zu-

weist. —

Ist QR ein Poldreieck ¢ und P, Q, R, ein zweites
Poldreieck, so lifst sich beweisen, dafs die Punkte Q R Q, R,
aus £ und P, durch projektive Strahlengruppen projiziert
werden. — Da nach der Definition /£ der Pol von P Q ist,
so sind P (Q) und P, (R) konjugierte Strahlen ®2). Ebenso
sind P (R) und P, (Q) konjugierte Strahlen und ferner P(Q,)
und P, (R), P(£) und P, (Q,); mithin

P(Q R Ql R1) O A P1 (BQ RI Q1) (59 X*P1 (QR Q1 R1)7
d. h. die sechs Punkte P QR P, @ R, liegen in einer
Kurve (42,

" Da die Seiten der beiden Poldreiecke die Polaren ihrer
Gegenecken sind, so ergiebt sich ebenso, dals die sechs
Seiten einem krummen Strahlenbiischel angehoren:

2. Die sechs Ecken zweier Poldreiecke gehoren
einer krummen Punktreihe, ihre sechs Seiten einem
krummen Strahlenbiischel an

oder

Es giebt immer eine Kurve, der zwei beliebige
Poldreiecke eingeschrieben sind, und eine zweite Kurve,
der die beiden Poldreiecke umgeschrieben sind.
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95. Konjugierte Punkte und Strahlen in den Seiten 9
und Ecken eines Dreieeks. Ist A B C (Fig. 63) ein be-
liebiges Dreieck und A, der Punkt der Seite 5 C, der der
Gegenecke A konjugiert ist;
sind ferner B, und C, die
Punkte der Seiten C A und
A B, die den Gegenecken B
und C konjugiert sind, so
soll bewiesen werden, dafs |
A, B, C, in einer Gerade
liegen.

Wenn die Polare a des
Punktes A, die durch A4,
geht, die Seite C4 in E Tig. 63,
und die Seite A DB in F
schneidet, so sind den Punkten 4 CB, E die Punkte
F C, B A konjugiert:

ACB ECOANFC BA® ANABC, F.

Es geht daher®® B, C; durch den Schnittpunkt 4, von
BC und E F:

1. Die Punkte in den Seiten eines Dreiecks, die
den Gegenecken konjugiert sind, liegen in einer
Gerade. —

Sind ferner & und ¢ (Fig. 63) die Polaren der Ecken
B und C des Dreiecks 4 B C, so bilden die drei Polaren
abc ein Dreieck, dessen Seiten die Seiten des Dreiecks
ABC in drei Punkten 4, B, C, schneiden, die, wie wir
eben bewiesen haben, in einer Gerade liegen. Die beiden
Dreiecke A BC und « b¢ haben daher ® perspektive Lage:

2. Das Dreieck, das von drei beliebigen Punkten
gebildet wird, liegt perspektiv zu dem Dreiseit, das
von den Polaren der drei Punkte gebildet wird. —
Die Verbindungslinien homologer Ecken 4 und (b ¢),

B und (¢ca), C und (abd) gehen durch einen Punkt P (19,
Weil nun (b ¢) der Pol von (B C) ist ®%), so ist A (b¢) der
Strahl von 4, der der Gegenseite B C konjugiert ist; ebenso
sind B(ca) und C(ab) die den Gegenseiten C A und A B
konjugierten Strahlen:

3. Die Strahlen in den drei Ecken eines Dreiseits,
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die den Gegenseiten konjugiert sind, gehen durch

einen Punkt. —

Da A, als Punkt von B C dem Pole b¢ von B C und
ferner dem Punkte A konjugiert ist, so ist 4 (b¢) die Polarfe
von A, ). Ebenso ist B (ca) die Polare von B, :

4. Der Punkt P, in dem sich die den Gegenseiten
konjugierten Strahlen der drei Ecken eines beliebigen
Dreiecks schneiden, ist der Pol der Gerade, in der
die drei Punkte der Seiten liegen, die den Gegenecken
konjugiert sind.

96 96. Satz von Hesse®?", Sind 4 und 4, (Fig. 64) irgend

zwei konjugierte Punkte und ebenfalls B und 5,, so erhilt
man, wenn man die Verbindungslinien
AB=p und A, B, =p, zeht, in p
und p, zwei projektive Punktreihen,
wenn man den Punkten von p die
ihnen konjugierten von p, zuordnet ¢4,
Wenn die Polare des Schnittpunktes
C von p und p, die Gerade p in D
und p, in J), schneidet, so ist dem
Punkte C in p der Punkt D und in p,

Fig. 64. der Punkt D, konjugiert(®):

ABCD® N A B D COANB A CD,.

Da der Schnittpunkt C der beiden Triger sich selbst
entspricht, so schneiden sich A B, und A, B in einem
Punkte C; von D D, ¢9, also ®>) in einem dem Punkte C
konjugierten Punkte. Da 4 A,, B B,, CC, die Gegenecken
des von p p, (4 B,) (4, B) gebildeten Vierseits sind, so lilst
sich das Ergebnis so in Worte kleiden:

Sind zwei Ecken eines Vier- Sind zwet Seiten eines Vier-
seits thren Gegenecken komju- | ecks thren Gegenseiten konju-
giert, so ist auch die dritte | giert, so ist auch die dritte
Ecke ilrer Gegenecke konjugiert. | Seiteihrer Gegenseile konjugiert.

97 97. Poldreieck und Kurvenviereek. Zu einem be-
liebigen Punkte P und irgend einem Punkte @ seiner
Polare p haben wir, ausgehend von einem beliebigen Kurven-
punkte S, in Nr. 90, ein Kurvenviereck gezeichnet, von
dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind. Mit Hiilfe des
Begriffes der konjugierten Punkte konnen wir den Satz
Nr. 90, nunmehr so aussprechen:
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1. Wenn von einem Kurven-
viereck zwet (egenseiten sich
in dem Punkte P schneiden
und eine dritte Seite durch
den dem Punkte P konjugierten
Punkt Q geht, so geht auch
die Gegenseite dieser dritten
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1. Wenn von einem Kurven-
vierseit zwet (Fegenecken in der
Gerade p liegen und eine dritte
Ecke in der der Gerade p
konjugierten Gerade q liegt, so
liegt auch die Gegenecke dieser
dritten Fcke i q. — Die

Seite durch Q. — Die fiinfte
und sechste Seite gehen durch
den Pol R von P Q (909,

Da durch die beiden konjugierten Punkte P und Q
der Pol R ihrer Verbindungslinie £Q bestimmt ist, mit
andern Worten, da durch zwei konjugierte Punkte ein Pol-
dreieck bestimmt ist, so ergiebt die vorhergehende Kon-
struktion, dafs es unendlich viele Kurvenvierecke giebt, von denen
ein beliebiges Poldreieck ein Diagonaldreieck ist. —

An unsere Betrachtungen schliefsen wir die (sich selbst
duale)

fiinfte und sechste Ecke liegen
in der Polare r von p q.

2. Aufgabe: Eine Kurve zu zeichnen, von der ein

Punkft, seine Tangente und ein Poldreieck gegeben ist.

In Zeichen: So(PQR).

Ist uns ein Punkt P, seine Polare p und ein Kurven-
punkt S gegeben, so ist der von S durch P und p har-
monisch getrennte Punkt S, ein neuer Kurvenpunkt @6,
Wir erhalten also aus den gegebenen Stiicken sofort drei

neue Kurvenpunkte. — Ein aufmerksames Verfolgen der
Fig. 65 ergiebt, wie man neue Kurvenpunkte und durch
sie die Kurve zeichnen kann.



98

I. Der Kegelschnitt.

Zur Ubung @7 8: S8, A(Pp); 88, 0(Pp); Sae, (Pp);
oo, a(Pp); S (Pp)(Qg.

98. Konjugierte gerade und krumme Involution.
Weil die Punkte einer Gerade p und die ihnen involutorisch
zugeordneten einander projektiv sind®3), so erhdlt man durch
Projektion der homologen Punkte einer geraden Involution
aus zwei festen Punkten S und S, eine Kurve A2, —
Sind @ und R (Fig. 66) zwei homologe Punkte der gegebenen
geraden Involution, die wir kurz durch p? bezeichnen wollen,
80 schneiden sich S(R) und S, (Q)
in einem Kurvenpunkt A und S (Q)
und S, (&) in einem zweiten Kurven-
punkt A,. Weil Q und R zwei
Diagonalpunkte des Kurvenvierecks
S S8, AA, sind, so sind sie hin-
sichtlich £? konjugiert®»; die In-
volution p? ist also der gezeichneten
Kurve konjugiert®?). — Die Ver-
bindungslinie A A, schneidet S S,
in dem dritten Diagenalpunkt #, der von p durch S und
S, harmonisch getrennt ist®4); P ist der Pol von Q 2 = p(6»,

Das Ergebnis ist:

110

Fig. 66.

1. Die Schwittpunkte der
Strahlen, welche die homologen
Punkte einer geraden Punkt-
tnvolution p? aus zwei beliebigen
Punkten S und S, projizieren,
bilden eine Kurve zweiter Ord-
nung; dieser Kurve ist die In-
volution p? konjugiert; der Pol
des Trigers p ist der von p
durch S und S, harmonisch
getrennte Punkt, —

Zu derselben Figur, die

1. Die Verbindungslinien der
Punkte, in denen die homologen
Strallen einer geraden Strahlen-
tnvolution P? zwet beliebige Ge-
raden s und s, schneiden, bilden
einen Strahlenbiischel zweiter Ord-
nung; diesem Strahlenbiischel ist
die Involution P? konjugiert; die
Polare des Strahlenmittelpunktes
P st die von P durch s und s,
harmonisch getrennte Gerade.—

wir hier benutzten, gelangten

wir in Nr. 90, als wir nicht von der Involution p2 sondern
von der Kurve k2 und den beiden konjugierten Punkten P
und @ ausgingen. Aus der damals aufgestellten Kette von
perspektiven Gliedern k¢nnen wir die Umkehrungen des
eben bewiesenen Satzes ablesen. Diese Umkehrungen sind
zwar im Grunde nur eine Wiederholung der Polarensiitze
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von Nr. 90; es ist aber vorteilhaft, diesen S#tzen mit Hiilfe

des Wortes konjugiert ein neues Gewand zu geben, da sie in

diesem sich den spitern Anwendungen bequemer anpassen, —

Wir haben also die in der Kette perspektiver Gebilde®?)
QASAOAS,AASA)AR

enthaltene Aussage mit Hiilfe des Wortes konjugiert aus

der Zeichensprache ins Deutsche zu iibersetzen.
Da S, (A) und S(A) die Gerade p in den konjugierten

Punkten @ und R schneiden:
2. Wir finden die konju-
gierte Punktinvolution einer
beliebigen Gerade p, indem
wir aus irgend zwei festen
Kurvenpunkten S und S,
die mit dem Pole # von p
in einer Gerade liegen, die
Kurvenpunkte auf p proji-
zieren;
und umgekehrt:

3. Wir finden die Kurven-
punkte, indem wir die homo-
logen Punkte der konjugierten
Involution einer beliebigen
Gerade p aus irgend zwei
Kurvenpunkten S und S,
projizieren, die mit dem Pole
P von p in einer Gerade
liegen.

Da S(A,) und S(A) dure

2. Wir finden die konju-
gierte Strahleninvolution eines
beliebigen Punktes 2, indem
wir die Schnittpunkte der
Kurventangenten mit irgend
zwei festen Tangenten s und
s,, die sich auf der Polare p
vou P schneiden, mit P ver-
binden;

3. Wir finden die Kurven-
tangenten, indem wir die
Punktemiteinanderverbinden,
in denen die homologen Strah-
len der konjugierten Involution
eines beliebigen Punktes P
durch irgend zwei Tangenten
s und s, geschnitten werden,
die mit der Polare p von P
durch einen Punkt gehen.

h die konjugierten Punkte Q

und £ gehen und A und A, mit P in einer Gerade liegen:

4. Die einem Punkte P
zugeordnete®? krumme Punkt-
involution wird aus jedem
Kurvenpunkt durch eine Strah-
leninvolution projiziert, die
perspektiv liegt zu der kon-
jugierten geraden Punktin-
volution der Polare p von P

4. Die einer Gerade p zu-
geordnete®® Tangenteninvolu-
tion wird von jeder Tangente
in einer Punktinvolution ge-
schnitten, die perspektiv liegt
zu der konjugierten geraden
Strahleninvolution des Poles
P von p;

(Vgl. 77);
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und umgekehrt:

5. Die Strahleninvolution,
durch welche die konjugierte
gerade Punktinvolution eines
Trigers p aus einem beliebigen
Kurvenpunkte projiziert wird,
schneidet die Kurve in einer
krummen  Punktinvolution,
deren Zentrum der Pol P
von p ist.

I. Der Kegelschnitt.

5. Die Punktinvolution,
welche die konjugierte ge-
rade Strahleninvolution eines
Punktes P in einer beliebigen
Tangente ausschneidet, in-
duziert eine krumme Strahlen-
involution, deren Achse die
Polare p von P ist.

99 99. Konjugierte Punkte in den Seiten eines Kurven-
vierecks. Den vorstehenden Sitzen wollen wir noch eine
andere, fiir manche Anwendungen sehr bequeme Form geben.
— Von dem Kurvendreieck S8, A (Fig. 66 oder 62) sind
S und A nach unserer Konstruktion®® zwei beliebige Punkte,
wihrend S, durch die Bedingung bestimmt ist, dafs S,
durch den Pol P von p geht. Wir haben daher:

1. Zwei Seiten eines Kurven-
dreiecks schneiden jede Grerade,
die der dritten Seite konju-
giert ist, in zwel konjugierten

1. Zwei Ecken eines Kurven-
dreiseits  werden aus jedem
Punlte, der der dritten FEcke
konjugiert ist, durch zwei kon-

Punkien. Jugierte Strahlen projiziert.
Unser Satz gilt auch fiir den Fall, dals der Punkt A

in den Punkt S fillt; nicht aber unsere Einkleidung, da wir

in diesem Fall nicht wohl von einem Kurvendreieck sprechen

konnen.

zusprechen, noch einen Zusatz machen.

Wir miissen also, um unsern Satz vollstindig aus-

Da, wenn A in §

fallt, AS, die Gerade ist, welche S mit dem Pole P ver-

bindet, so kénnen wir sagen:

2. Die Tangente und ein
beliebiger Strahl eines Kurven-
punktes schneiden jede Ge-
rade, die dem beliebigen
Strahl konjugiert ist, in zwei
konjugierten Punkten.

Ferner:

3. Jede Gerade, welche
von zwei Seiten eines Kurven-
dreiecks in zwei konjugierten

2. Der Berithrungspunkt
und ein beliebiger Punkt einer
Tangente werden aus jedem
Punkte, der dem beliebigen
Punkt der Tangente konju-
giert ist, durch zwei konju-
gierte Strahlen projiziert.

3. Jeder Punkt, aus dem
zwei Ecken eines Kurven-
dreiseits durch zwei konju-
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Punkten geschnitten wird, ist | gierte Strahlen projiziert
der dritten Seite konju- | werden, ist der dritten Ecke
giert®®), — konjugiert. —

Die letzten S#tze iiber das Dreieck benutzen wir zur
Ableitung eines Viereckssatzes. — Schneidet die Gerade p
die Seiten SA und S; A des Kurvendreiecks S .S, A in zwei
konjugierten Punkten, so ist sie der Seite S S, konjugiert
und schneidet daher die Seiten SB und S, B eines zweiten
Kurvendreiecks S.S; B, das mit dem ersten die Ecken S
und S, gemeinsam hat, in zwei konjugierten Punkten.
Fassen wir die beiden Kurvendreiecke SS, A und S, B
als ein Kurvenviereck S.S; AB auf, so sind AS und A S,
zwei anstofsende Seiten dieses Vierecks und B S, und B S
die Gegenseiten dieser anstofsenden Seiten:

4. Wenn zwei anstofsende
Seiten eines Kurvenvierecks eine
Gerade tn zwei konjugierten
Punkten schneiden, so schneiden
auch die Gegenseiten dieser
beiden anstofsenden Seiten die
Gerade in zwei  konjugierten
Punkten (vgl. 215 7).

4. Wenn zwei anliegende
Ecken eines Kurvenvierseits aus
einem Punkte durch zwei kon-
Jugterte Strahlen projiziert wer-
den, so werden auch die beiden
Glegenecken dieser beiden an-
liegenden Ecken aus dem Punkte
durch zwet konjugierte Strahlen

projiziert.

100. Kurve durch einen Punkt und zwei konjugierte 100
Involutionen. Soll jedes Punktpaar einer geraden Involution
9% aus zwei Punkten bestehen, die hinsichtlich einer Kurve %2
einander konjugiert sind, so wollen wir diese Bedingung
kurz dadurch ausdriicken, dafs wir sagen: Fir eine Kurve
ist eine konjugierte Involution g% gegeben. Hat die Involu-
tion Ordnungspunkte, so sind diese Punkte der Kurve®®, so
dafs tiir diesen Fall unsere Bedingung gleichbedeutend ist
mit der, dafs fiir die Kurve zwei Punkte gegeben sind. —
Wir konnen demnach unsere Fundamentalaufgabe“®: Eine
Kurve zu zeichnen, von der fiinf Punkte gegeben sind, ver-
allgemeinern zu der

Aufgabe: Fine Kurve zu
zeichnen, fiir die ein Punkt
und 2wei  konjugierte Punkt-
tnvolutionen gegeben sind.

In Zeichen: S g2 A%

Boger, Ebene Geometrie der Lage.

Aufgabe: Fine Kurve zu
zeichnen, fir die eine Tangente
und zwet konjugierte Strahlen-
tnvolutionen gegeben sind.

In Zeichen: s G H

8
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Analysis: Die Triger ¢ und 4 (Fig. 67) der gegebenen
Involutionen ¢* und A* mogen sich in U schneiden und dem
Punkte U moge in ¢* der Punkt G und in %2 der Punkt
H homolog sein; dann ist, weil die Polare von U sowohl
durch den konjugierten Punkt G als auch durch den kon-
jugierten Punkt H gehen mufs, die Gerade G H—wu die
Polare von [0%); folglich ist der von S durch U wund u
harmonisch getrennte Punkt Z ein zweiter Kurvenpunkt®).
— Die Verbindungslinie S  mige den Triger ¢ in C und
die Kurve in dem noch unbekannten Punkte I, schneiden;
die Verbindungslinie L G moge den Triiger 2 in I und die
Kurve in dem noch unbekannten Punkte S, schneiden. Von

Fig. 67.

dem Kurvenviereck S S, L L, gehen die beiden anstofsenden
Seiten .S und L S, durch die beiden konjugierten Punkte
U und G von ¢ die dritte Seite S L, geht durch C'; folglich
mufls die vierte (noch unbekannte) Seite S, L, durch den
dem Punkte C homologen Punkt C; von ¢* gehen®. Ferner
gehen die beiden anstofsenden Seiten S L und S.ZL, durch
die konjugierten Punkte U und H von %2, die dritte Seite
LS, geht durch I'; folglich mufs die vierte Seite S, L,
durch den dem Punkte I' konjugierten Punkt I', von A?
gehen. Die Kurvenpunkte S, und L, sind daher bestimmt
als die Punkte, in denen L & und S H von C, I', geschnitten
werden. —
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Weil die Gerade g die Seiten LS und L S, des Kurven-
dreiecks LSS, in zwei konjugierten Punkten U und &
schneidet, so ist sie der dritten Seite konjugiert®®%), d. h.0%)
S8, geht durch den Pol von ¢; da ferner die Polare v von
U durch den Pol von g geht®®), so ist der Punkt G,, in
dem S8, die Gerade w schneidet, der Pol von ¢; aus den-
selben Griinden ist der Punkt /7, in dem L I, die Gerade u
schuneidet, der Pol von 4. —

Da G G, und H H, konjugierte Punkte von w sind®?),
so ist, weil eine Involution durch zwei Punktpaare bestimmt
ist®3), durch unsere Konstruktion auch die konjugierte In-
volution der Gerade u gezeichnet.

Wir erhalten daher®®) die Punkte der gesuchten Kurve,
indem wir die konjugierte Involution

9?=UG.CC, aus S und S, oder
W=UH.TT, aus L und L, oder
GG,.HH aus S und L
projizieren.

Konstruktion: Schneiden die Geraden, welche den ge-
gebenen Punkt S mit den Ecken H und U des Dreiecks
U G H verbinden, die Gegenseiten ¢ und » in C und @Q,
schneidet ferner die Verbindungslinie C @ die Seite 4 in T,
so ist der Schnittpunkt von G I und C, I',, wie sich zeigen
wird, ein Kurvenpunkt. Bezeichnen wir diesen durch S,
so sind die Schnittpunkte der Strahlen, welche S und S,
mit den homologen Punkten der Involution g* verbinden, die
Punkte der gesuchten Kurve.

Beweis: Weil S U und S, &, S C und S, C;, homologe
Punkte von g¢* projizieren, so sind ihre Schnittpunkte L
und /, Punkte der gezeichneten Kurve. — Wie das Viereck
G HCT. zeigt, ist @ von U durch S und L harmonisch
getrennt®4): (r Q = u schneidet daher §.S, in dem von g
durch S und S, harmonisch getrennten Punkte®!» G, d. i
im Pole von ¢¥%). Da die Involution ¢g> der gezeichneten
Kurve konjugiert ist®), so sind die homologen Punkte U
und G einander konjugiert; G- G, = u ist daher die Polare
von U und schneidet als solche den Triger A in dem dem
Punkte U konjugierten Punkte H®2),

Es bleibt noch zu zeigen, dafs auch I' dem Punkte I',
konjugiert ist. Durch Projektion des harmonischen Wurfes

8*
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SL.UQ aus H erkennt man, dals H Q=u die Gerade
L L, in dem von A durch Z und Z, harmonisch getrennten
Punkte /7, schneidet. Weil der Punkt H, in u, der Polare
von U, liegt, so geht seine Polare durch U und da sie
ferner durch den von £, durch L wund Z, harmonisch
getrennten Punkt geht®®), so ist H, der Pol von A Die
Polare des in 4 liegenden Punktes I geht daher durch H, (#%);
aufserdem geht sie durch den von I durch S, und L har-
monisch getrennten Punkt(®%); die Verbindungslinie dieses
Punktes mit H, geht aber durch I',(4%); I und I, sind also
zwei konjugierte Punkte®2..

Zusatz. Fiir die Ausfihrung der Zeichnung ist noch
zu bemerken, dafs die Diagonallinie des Kurvenvierecks
SS, L L, die den Gegenseiten SS, und I L, zugeordnet
ista8 2, die Triger ¢ und % in den Polen der Seiten S S,
und 7 L, schneidet®9, dafs unsere Konstruktion uns also
auch die Tangenten®”?) in den Kurvenpunkten SS, L L,
liefert.

Anmerkung. Eine allgemeinere Losung dieser Funda-
mentalaufgabe geben wir in Nr. 203 (vgl. auch 200).

101. Der vierte gemeinsame Punkt zweier Kurven.
Die vorhergehende Konstruktion® lehrt zugleich fiir eine
durch S g¢®k* gegebene Kurve den Pol von ¢ (und 7) finden:
der Pol von ¢ ist, wie wir sahen, der Schnittpunkt 7' (in
der vorigen Nummer nannten wir diesen Punkt G,) von
S8, und w. Da wir diesen Schnittpunkt immer zeichnen
konnen, so diirfen wir von jetzt an eine Kurve als gegeben
ansehen durch Sg® und 7, also durch einen Punkt, eine
Involution und den Pol des Trigers dieser Involution: Wir
erhalten dann die Punkte der Kurve%), indem wir die
homologen Punkte der Involution g2 aus .S und dem Punkte
S, projizieren, der von .S durch ¢ und 7' harmonisch ge-
frennt ist. —

Damit haben wir dieselbe Vereinfachung vorgenommen
wie in Nr. 56 Z. Nachdem wir dort gezeigt hatten, dafs
man fiir eine durch fiinf Punkte S S, ABT gegebene Kurve
immer den Schnittpunkt 7' der in S und S, gezogenen
Tangenten konstruieren kann, durften wir eine Kurve als
gegeben ansehen durch S S, A und 7. Beachten wir, dafls
wir nach unserer jetzigen Ausdrucksweise 7' den Pol der
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Gerade S8, %) nennen wiirden und dafs S und S, als
Ordnungspunkte einer in ihrer Verbindungslinie liegenden
Involution aufgefalst werden konnen (vgl. 100 Analysis), so
erkennen wir, dafls Nr. 56 Z einen besondern Fall unserer
jetzigen Bemerkung ausspricht. —

1. Zwer Kurven, die dret 1. Zwei Kurven, die dret
Punkte gemeinsam haben, haben | Tangenten gemeinsam haben,
noch einen vierten Punkt ge- | haben mnoch eine vierte Ton-
meinsam. gente gemeinsam.

Konstroktion des vierten gemein-
samen Punktes: Die erste Kurve sei
durch die drei gemeinsamen Punkte
S S, A (Fig. 68) und den Pol 7" von
S 8, gegeben®sZ); fiir die zweite
Kurve sei 7, der Pol von S S,. Ziehen
wir nun 7' T, und projizieren die
Punkte D und D),, in denen diese
Verbindungslinie die Seiten A.S, und Fig. 6.

A S des gemeinsamen Kurvendreiecks S S, A schneidet, aus
S und S,, so erhalten wir#® den vierten gemeinsamen
Punkt A, —

2. Zwer Kurven, die einen 2. Zwet Kurven, die eine
Punkt und eine konjugierte | Tangente und eine konjugierte
Punktinvolution ~ gemeinsam | Strahleninvolution —gemeinsam
haben, haben noch einen zweiten | haben, haben noch eine zweite
Punkt gemeinsam. Tangente gemeinsam.

Konstruktion des zweiten gemeinsamen Punktes: Die
erste Kurve sei durch den gemeinsamen Punkt S (Fig. 69),
die gemeinsame Involution ¢ und den Pol 7' von ¢ ge-
geben; ftir die zweite Kurve sei 7, der Pol von g. Der
von S durch 7 und ¢ harmonisch getrennte Punkt S, ist
ein zweiter Punkt der ersten Kurve,
deren Punkte wir erhalten, indem
wir aus S und S, die homologen A o 1
Punkte von g2 projizieren®®); ebenso
erhalten wir die Punkte der zweifen A‘\ A
Kurve, indem wir die homologen }[ /
Punkte von ¢? aus S und dem von S LS
durch 7', und ¢ harmonisch getrennten
Punkt 52 projizieren. Da nun die Verbindungslinien S, S,

g, 69.
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und 7'7; sich in einem Punkte A von g schneiden“®), so
erhalten wir den zweiten gemeinsamen Punkt A, indem wir
den Punkt 4,, welcher dem Punkt A in ¢* homolog ist,
aus S projizieren; dem Strahl S A4, sind n#mlich die beiden
zusammenfallenden Strahlen S, 4 und S, 4 zugeordnet. —

Aus der Konstruktion ergiebt sich unmittelbar :

I. Der Kegelschnitt.

3. Drei Kurven, die einen
Punkt und eine konjugierte
Punktinvolution gemeinsam
haben, haben noch einen
zweiten Punkt gemeinsam,
wenn die drei Pole des Trigers

3. Drei Kurven, die eine
Tangente und eine konjugierte
Strahleninvolution gemeinsam
haben, haben noch eine zweite
Tangente gemeinsam, wenn
die drei Polaren des Mittel-

der konjugierten Involution
in einer Gerade liegen.

punktes der konjugierten In-

volution durch einen Punkt

gehen.

A Amnmerkung. Der erste Lehrsatz ist ein besonderer Iall
des zweiten.

102 102. Kurvenbiisehel. Die Gegenseiten K K, und 1. I,
eines Vierecks K K, I L, wollen wir durch ¢ und % be-
zeichnen; jhren Schnittpunkt, einen Diagonalpunkt des Vier-
ecks, durch U; die beiden andern Diagonalpunkte durch 7
und W, die Verbindungslinie V' W durch » und die Punkte,
in denen u von ¢ und % geschnitten wird, durch G' und H.
Da eine Kurve erst durch vier Punkte und die Tangente
des einen dieser vier Punkte? bestimmt ist, so giebt es
unendlich viele Kurven, die unserm Viereck K K, I L, um-
geschrieben sind.

1. Definition: Der Inbegriff
der Kurven, die einem Vier-
eck umgeschrieben sind, heilst | seit eingeschrieben sind, heifst
ein’ Kurvenbiischel. — eine Kurvenschar. —

Alle Kurven des Biischels haben, weil sie das Kurven-
viereck gemeinsam haben, folgende Eigenschaften gemeinsam:

2. Die konjugierten Involutionen der Triger ¢ und
h sind durch die Ordnungspunkte K K, und L L, be-
stimmt(92s);

3. die Diagonallinie u ist die Polare des Diagonal-
punktes [/850;

4. die Diagonalpunkte V' und W sind fiir alle
Kurven des Biischels einander konjugiert®),

1. Definition: Der Inbegriff
der Kurven, die einem Vier-
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Zusatz. Die Gegenseiten des Vierecks K K, L L,
schneiden jede Gerade a in Punktpaaren einer Involution(642);
diese Involution soll kurz die Hauptinvolution der Gerade a
heifsen (vgl. 134 A). Die Hauptinvolution der Diagonale
u, die durch die Ordnungspunkte V und W bestimmt ist,
soll zum Unterschied von den iibrigen die diagonale Involution
heifsen (vgl. 133). Ein allgemeinerer Begriff des Biischels
wird sich in Nr. 192 ergeben. —

103. Lehrsatz des Desargues. Wird eine beliebige
Gerade a (Iig. 70) von irgend einer Kurve des Biischels in
dem Punkte E und daher? noch in einem zweiten Punkte
F' geschnitten, so lifst sich zeigen, dafs F und F zwei

A A, 71 a F\ B,

Fig. 70.

homologe Punkte der Hauptinvolution®2® von « sind. —
Projizieren wir die vier Kurvenpunkte L L, E F aus K und
K, so erhalten wir®”

K(LI,EF);NK (LL EF).

Bezeichnen wir also die Punkte, in denen a von K I,
KL, K L, K L, geschnitten wird, durch 4 BB, 4,, so
haben wir

ABEF B A EF6 A A B FE.

Da der Punkt E dem Punkte #' zweifach entspricht,
so bilden die sechs Punkte 4 4, .5 B, . EF eine Involution (6%),
mit andern Worten: £ und /7 sind zwei homologe Punkte
der durch 4 4, . B B, bestimmten ¢ Hauptinvolution von «.

Wird eine Gerade a von | Lassen sich von einem
einer Kurve des Biischels | Punkte .4 an eine Kurve der
geschnitten, so sind die | Schar zwei Tangenten ziehen,
Schnittpunkte zwei homologe | so sind diese Tangenten zwei
Punkte der Hauptpunktin- | homologe Strahlen der Haupt-
volution von a. strahleninvolution von A.

Z
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A Anmerkung.  Eine Verallgemeinerung dieses
werden wir in Nr. 169 kennen lernen.

104 104. Geraden, die durch die Gegenecken eines
Vierseits harmonisech getrennt sind. Geht eine Kurve
des Biischels durch den beliebigen Punkt 4 (Fig. 71) der
Diagonale u, so schneidet sie die Diagonale, weil V und W
zwel konjugierte Punkte sind (20, zum zweiten Male in dem
von A durch V und W harmonisch getrennten Punkte B 62,
Ist nun o eine beliebige durch A gehende Gerade, die die
Kurve zum zweiten Mal in A schneidet, so kionnen wir auf
das Kurvendreieck 4 B A und die Gerade g den Satz Nr. 99,
anwenden; danach wird die Gerade g, weil sie durch den
Pol U der Dreiecksseite A B = % (19%) geht, von A A und A B
in zwei konjugierten Punkten C und €, geschnitten. Da 4

ebenfalls durch den Pol

U von 4 B geht, so wird

% ebenfalls von A4 und

A B in zwei konjugierten

Punkten ' und [, ge-

schnitten. — Da wir von

einem beliebigen Punkte 4

ausgingen und durch ihn

eine beliebige Gerade 4 A

legten, so sehen wir, dafs

den drei Punkten CT A,

in denen eine beliebige

Gerade von den beiden Gegenseiten g und 4 und der Dia-

gonale u geschnitten wird, in den konjugierten Involutionen

von ¢ und %4 und in der diagonalen Involution drei Punkte

C, T, B homolog sind, die wieder in einer Gerade liegen.

Da diese beiden Geraden durch die Punkte CT und C, I',

bestimmt sind, so lifst sich das Ergebnis so aussprechen:

I. Der Kegelschnitt.

Satzes

Fig. 71.

1. Zwei Geraden a und a,,
die die Gegenseiten g und 4
in homologen Punkten C C,
und ', der konjugierten
Involution schneiden, schnei-
den die Diagonale « in zwei
homologen Punkten 4 und B
der diagonalen Punktinvo-
lution. —

1. Zwei Punkte 4 und 4,,
die aus den Gegenecken G
und A durch homologe
Strahlen ¢¢;, und yy, pro-
jiziert werden, werden aus
dem Diagonalpunkte U durch
zwei homologe Strahlen a
und & der diagonalen Strah-
leninvolution projiziert. —



§ 8. Konjugierte Involutionen. Nr. 104,

121

Weil 4 und A zwei Punkte sind, in denen eine Kurve
des Biischels die Gerade @ schneidet, so sind sie homologe
Punkte der Hauptinvolution von « (9. Da die Gerade
C, T, =a,, welche wir der Gerade CT = a zugeordnet
nennen wollen, durch A geht, so haben wir den (in Nr. 134A
zu benutzenden) Satz:

2. Jede Gerade o wird von
der ihr zugeordneten Gerade
a, und der Diagonale u in

zwei  homologen Punkten
ibrer Hauptinvolution ge-
schnitten.

2. Aus jedem Punkte 4
wird der zugeordnete Punkt
A, und der Diagonalpunkt
U durch zwei homologe
Strahlen der Hauptinvolution
von A projiziert.

Zusatz. Der erste Satz lifst sich vom Begriff der konju-

gierten Involution und der Kurve loslosen.

Die konjugierten

Punkte (Fig. 71) C C, (und T I',) werden durch die Kurven-
punkte K K, (und Z L,) harmonisch getrennt 920; ebenso die
konjugierten Punkte ¥ und W (1020 durch die Kurvenpunkte
A und B. Wir konnen also die drei Punkte C, ', B auf-
fassen als die von @ durch KK,, LL, VW harmomsch
getrennten Punkte; unser Satz sagt dann aus, dafs diese
drei Punkte in einer Gerade liegen. Da KK, LL,V W
die Gegenecken des von K L, LK,, K, L , L, K geblldeten
Vierseits sind, so haben wir den Satz

Die drei Punkte, die von
einer beliebigen Gerade durch
die Gegenecken eines Vier-

Die drei Geraden, die von
einem beliebigen  Punkte
durch die Gegenseiten eines

seits harmonisch getrennt | Vierecks harmonisch getrennt
sind, liegen in einer Gerade. | sind, gehen durch einen
Punkt.

Wir geben fiir diesen Satz noch einen direkten Beweis.
— Die Gegenecken des Vierseits seien K K,, L L,, V W,
(Fig. 71), die beliebige Gerade a schneide die Diagonal-
linjen in CT A4, die drei von a durch die Gegenecken ge-
trennten Punkte seien C, I, B. Wird die Gerade a von
der Verbindungslinie C, l‘ in A geschmtten, so sind
A(CC,.KK)) und A (C C L L,) zwei harmonische Wiirfe,
folglleh(65 DA (CG,KLK )/\ A (CC K, I, K). Ferner ist,
weil die Gegenecken eines Vierseits aus jedem Punkte durch
die homologen Strahlen einer Involution projiziert werden ©4%):
AKLK, VW)YAAWK, L, KWYV) folglich®% A(CC,

N
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VWYAACC W), folglich A(CC,. VW) ein harmo-
nischer Wurf “%). Es schneiden also AC und AC,, d. i
Cr und C, I',, die Diagonale » in zwei von einander durch
V und W harmonisch getrennten Punkten @2, Da CT die
Diagonale in A schneidet, so geht C, [, durch Bk, —

Nimmt man den besondern Fall, dafs « mit der unend-
lich fernen Gerade ® zusammenfillt, so sind C, ', B die
Mitten der Strecken K K, L L, V Wew, Wir erkennen
daraus, dafs unser Satz eine Verallgemeinerung ist von
einem Satz von Gaufs: Die Mitten der drei von den Gegen-

ecken eines Vierseits begrenzten Strecken liegen in einer
Gerade.

Anmerkung.  Die allgemeinste Form dieses Satzes
werden wir in Nr. 133 kennen lernen.

I. Der Kegelschnitt.

§ 9. Elliptische und hyperbolische Punkte
und Geraden.

105. Elliptische, hyperbolische, parabolische Punkte
und Geraden. In Nr. 93 haben wir gesehen, dafs eine
Kurve k* in jeder Gerade eine konjugierte Punktinvolution
und in jedem PPunkt eine konjugierte Strahleninvolution in-
duziert; diese konjugierten Involutionen konnten entweder
elliptisch oder hyperbolisch oder parabolisch sein. Um die
folgenden Sitze kurz aussprechen zu konnen, wollen wir

uns folgender Bezeichnungen bedienen.

1. Definition: Eine Gerade,
deren konjugierte Punktin-
volution elliptisch  (hyper-
bolisch, parabolisch) ist,
nennen wir eine elliptische
(hyperbolische, parabolische)
Grerade.

1. Definition: Einen Punkt,
dessen konjugierte Strahlen-
involution elliptisech (hyper-
bolisch,  parabolisch) ist,
nennen wir einen elliptischen
(hyperbolischen,  paraboli-
schen) Punkt.

Der Inhalt von Nr. 93 lautet dann:

2. Eine elliptische Gerade
hat keinen Punkt, eine hyper-
bolische Gerade hat zwei
Punkte mit der Kurve ge-
mein; eine parabolische Ge-
rade ist eine Tangente.

2. Durch einen elliptischen
Punkt geht keine, durch einen
hyperbolischen gehen zwei
Tangenten; ein parabolischer
Punkt ist ein Kurvenpunkt.
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Da die konjugierte Involution einer Gerade perspektiv
liegt zu der konjugierten Involution ihres Poles ®2), so
haben wir:

3. Jede Gerade hat einen 3. Jeder Punkt hat eine
gleichnamigen Pol. gleichnamige Polare.

106. Eeken und Seiten eines Poldreiecks. Sind
A ABT vier beliebige Punkte einer Kurve, so lassen sich
aus ihren drei krumme Wiirfe bilden %%): AA BT, AB.T A,
AT .AB. Nennen wir den Punkt, in dem sich z B. die
Verbindungslinien A A und BT schneiden, das Zentrum des
Wurfes AA.BT, so sind die Zentren unserer drei Wiirfe
die Diagonalpunkte des von AABT gebildeten Kurven-
vierecks: P = (AA)(BT), Q= (AB)(I' A), R=(AT)(AB)

Jeder dieser Wiirfe wird aus einem beliebigen fiinften
Kurvenpunkte S durch einen gleichnamigen Strahlenwurf
projiziert ®%); der krumme Wurf AT .AB =z B, dessen
Zentrum der Diagonalpunkt R ist, wird aus S durch den
gleichnamigen Strahlenwurf S(AT .AB) projiziert. Die
Strahlenpaare dieses Wurfes S (AT .AB) schneiden die
Polare ®>) P (Q des Wurfzentrums £ in Punktpaaren der
konjugierten Involution (%0; der Wurf S(AT .AB) ist also
der konjugierten Involution von P @ gleichnamig (89, Diese
konjugierte Involution von P Q ist aber, weil B der Pol
von £ Q ist, der konjugierten Strahleninvolution von R
gleichnamig (*%); also ist auch der krumme Wurf Al .AB
der konjugierten Strahleninvolution seines Zentrums £ gleich-
namig:

1. Das Zentrum eines krum- 1. Die Achse eines krum-
men Punktwurfes ist ein dem | men Strahlenwurfes ist eine
Wurfe gleichnamiger Punkt. | dem Wurfe gleichnamige
, Gerade.

Hieraus ergiebt sich (729:

2. Das Zentrum (™) einer 2. Die Achse etner krummen
krummen  Punktinvolution ist | Strahleninvolution ist eine derIn-

etn der Involution gleichnamiger | volution gleichnamige Gerade.—
Punkt. —

Von den drei Wiirfen, die sich aus vier Kurvenpunkten
AABT bilden Ilassen, sind immer zwei hyperbolisch und
einer elliptisch %), Da von diesen drei Wirfen die Dia-
gonalpunkte des Kurvenvierecks die Zentren sind, so er-
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giebt sich aus dem ersten der eben bewiesenen Sitze der
folgende:

3. Von den drei Diagonal- 3. Von den drei Diagonal-
punkten eines Kurvenvierecks | linien eines Kurvenvierseits
ist immer einer ein elliptischer | ist immer eine eine elliptische
Punkt; die beiden andern | Gerade; die beiden andern
sind hyperbolische Punkte. sind hyperbolische Geraden.

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, da sich zu jedem
Poldreieck ein Kurvenviereck zeichnen lifst ¢7):

4. Von den drei Ecken eines Poldveiecks ist eine Ecke
ein elliptischer Punkt; die beiden andern Ecken sind
lyperbolische Punkte.  Die eine Seite ist daher (1%%) eine
elliptische Gerade; die beiden andern Seiten sind lyper-
bolische Geraden.

107. Die Strahlen eines elliptischen Punktes. Ist
P ein elliptischer Punkt, so ist jeder Strahl ¢ von P, wie wir
zeigen wollen, eine hyperbolische Gerade. Schneidet nimlich
der Strahl ¢ die Polare p von P in R, so ist durch die
beiden konjugierten Punkte P und R ein Poldreieck be-
stimmt @7, dessen dritte Ecke wir durch Q bezeichnen. Da
in diesem Poldreieck 2 Q R nach unserer Annahme P die
elliptische Ecke ist, so ist p die elliptische Seite 19%); die
Seite ¢ ist daher eine hyperbolische Gerade %%, — Ist p
eine elliptische Gerade und R ein beliebiger Punkt von p,
so ist & ein hyperbolischer Punkt. Ist nimlich r die Polare
von R, welche p in Q schneidet, so ist ¢ == P B die Polare
von Q% und p g bilden ein Poldreieck, von dem p die
elliptische Seite, also P die elliptische Ecke ist; R ist
daher ein hyperbolischer Punkt.

Alle Strahlen eines elliptischen Punktes sind hyper-
bolische Geraden; alle Punkte einer elliptischen Gerade
sind hyperbolische Punlkte.

108. Kennzeichen fiir eine elliptische und eine
hyperbolische Gerade. Ist p eine beliebige Gerade und
Q irgend ein Punkt von p, so wissen wir @7, dals p eine
hyperbolische Gerade ist, wenn  ein elliptischer Punkt ist.
— Ist aber @ ein hyperbolischer Punkt, so miissen wir
noch irgend einen zweiten (hyperbolischen) Punkt 7" von p
zu Hiillfe nehmen. Sind die Beriihrungspunkte der von Q
und 7 an die Kurve gehenden Tangenten (%) K K, und
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L L, so ist der Punkt P, in dem
K K, von der Berithrungssehne L L,
Pol von Q T'=p®6% %) Dieser Schnittpunkt P, und
mithin (%) auch seine Polare p, ist aber ein elliptischer
oder hyperbolischer Punkt, je nachdem der Wurf K K, . L L,
elliptisch oder hyperbolisch ist (061,
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die Beriihrungssehne
geschnitten wird, der

Lassensichvon den Punkten
Q und 7 die Tangenten @
(K K,) und T(L L,) an die
Kurve ziehen, so schneidet
die Verbindungslinie Q 7' die
Kurve nicht, wenn die Punkt-
paare K K, und L L, ein-
ander trennen; @ 7 schneidet
dagegen die Kurve, wenn
KK, wd ZLL, einander
nicht trennen.

109. Kennzeichen fiir

Schoeiden die Geraden g
und ¢ die Kurve in KK,
und L L,, so geht durch den
Schoittpunkt ¢ ¢ keine Tan-
gente, wenn die Punktpaare
KK, und LL, einander
trennen; durch ¢ ¢ gehen da-
gegen zwei Tangenten, wenn
die Punktpaare K K, und
L L, einander nicht trennen.

die Strahlen eines hyper-

bolisechen Punktes. Nennen wir, unter Einfiilhrung einer
von der bisherigen abweichenden Bezeichnung, den hyper-
bolischen Punkt 7' (Fig. 72), die Beriithrungspunkte der durch
ihn gehenden Tangenten ss (192 S§.§ und einen beliebigen
dritten Punkt der Kurve A, so ist die Kurve gegeben durch
SS, A und 7684 Jeder
Strahl a von T wird, weil er
durch den Pol T ®7%) der
Seite S.S, des Kurvendreiecks
S8, A geht, von den beiden
andern Kurvenseiten A S, und
AS in zwei Kkonjugierten
Punkten D und D, geschnit-
ten ¥%); ferner sind der Pol T'
und der Punkt 7, in dem a

Fig. 72.
von der Polare S.S, des Punktes 7' geschnitten wird, zwei

konjugierte Punkte ®2). Die konjugierte Involution von a
ist also gegeben durch den Wurf D D, . T' T,. — Bezeichnen
wir noch den Punkt, in dem die Dreiecksseite AS, die
Tangente s der Gegenecke S schneidet, durch K, so
haben wir®7&:

DD, TT,[S|A DAKS,.

109
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Der Wurf DD, . TT, ist also elliptisch oder hyper-
bolisch, je nachdem der Wurf D A.K S, elliptisch oder
hyperboliseh ist %), d. h. je nachdem der Strahl a des
Punktes 7' von dem Kurvenpunkt A durch die von 7' aus-
gehenden Tangenten ss, getrennt oder nicht getrennt wird:

Fin Strakl a des hyperbo-
lischen Punktes T ist eine ellip-
tische oder hyperbolischeGerade,
je nachdem er wvon irgend
einem Kurvenpunkte durch die
beiden wvon T  ausgehenden
Tangenten s und s, getrennt

- wird oder nicht getrennt wird.

110

1

Ein Punkt A der hyperbo-
lischen Gerade t ist *ein ellip-
tischer  oder  hyperbolischer
Punkt, je nachdem er wvon
trgend einer Tangente durch
die beiden in t legenden Kur-
venpunkte S und S, getrennt
wird oder nicht getrennt wird.

110. Trennung der elliptischen und hyperbolischen
Elemente durch die Kurvenelemente. Da nach Nr.109
nur die Strahlen ¢ des hyperbolischen Punktes 7' die Kurve
schneiden, die von dem beliebigen Kurvenpunkte A durch
die von T ausgehenden Tangenten s und s, nicht getrennt
werden, so ergiebt sich, dafs es nicht zwei Kurvenpunkte
giebt, die durch die Tangenten s und s, getrennt werden:

1. Zwei beliebige Kurvenpunkte und zwei beliebige
Tangenten bilden immer einen hyperbolischen Wurf., —

- Ist e eine beliebige elliptische und % eine beliebige
hyperbolische Gerade, so ist ihr Schnittpunkt 7'=-¢4, als
Punkt von e, ein hyperbolischer Punkt(?; seine Tangenten
seien s und s,. Da die hyperbolische Gerade % die Kurve
schneidet%%), so muls ¢ von % durch die Tangenten s und
s, getrennt sein; denn sonst wiirde auch e die Kurve

schneiden(10%;

2. Jede elliptische Gerade
¢ wird von jeder hyperbo-
lischen Gerade % getrennt
durch die beiden Tangenten
s und s, die durch den
Schnittpunkt 7' der beiden
Geraden ¢ und % gehen.

111.
Kurven.

Weil durch jeden Punkt
einer elliptischen Gerade

2. Jeder elliptische Punkt
E wird von jedem hyperbo-
lischen Punkte H getrennt
durch die beiden Kurven-
punkte S und S,, die in der
Verbindungslinie ¢ der beiden
Punkte £ und H liegen.

Das zweite gemeinsame Element zweier

Weil in jedem Strahl eines
elliptischen  Punktes zwei
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zwei Tangenten gehen (107
so ergiebt sich aus Nr. 110,,
dals eine Gerade z, die sich
aus der elliptischen Gerade e
in die hyperbolische Gerade
h um den Schnittpunkt von
eund A dreht, wihrend dieser
Drehung einmal mit einer
Tangente (s oder s,) zusam-
men fallen muls. Da jede
Bewegung einer Gerade =
aufgefalst werden kann als
zusammengesetzt aus unend-
lich vielen, unendlich kleinen
Drehungen, so mufs die Ge-
rade x wihrend jeder Be-
wegung, durch welche sie
von e nach % gelangt, min-
destens einmal mit einer
Tangente zusammenfallen. —
Sind nun %% und # zwei
Kurven, die eine Tangente s
gemeinsam haben, so ist von
den beiden Tangenten » und
v von k2, welche der gemein-
samen Tangente s benachbart
sind, fiir die zweite Kurve /*
die eine eine elliptische, die
andere eine hyperbolische
Gerade. Die Tangente =«
kann die Kurve k2 beschrei-
ben in dem Sinn wsv und
in dem Sinn wvs®%); bei
jeder Bewegung muls sie,
wie wir oben sahen, minde-
stens einmal mit einer Tan-
gente der Kurve /* zusammen-
fallen. Die Kurve £? hat also
mit der Kurve [* aufser s
noch eine zweite Tangente
gemeinsam:
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Kurvenpunkte liegen °7, so
ergiebt sich aus Nr. 110,,
dafs ein Punkt X, der sich
von dem elliptischen Punkt
E zum hyperbolischen Punks
H auf der Verbindungslinie
E H bewegt, wihrend dieser
Bewegung einmal mit einem
Kurvenpunkt (S oder S,) zu-
sammenfallen mufs. * Da jede
Bewegung eines Punktes X
aufgefalst werden kann als zu-
sammengesetzt aus unendlich
vielen,unendlichkleinen gerad-
linigen Bewegungen, so mufs
der Punkt X wihrend jeder
Bewegung, durch welche er
von £ nach H gelangt, min-
destens einmal mit einem
Kurvenpunkte Zusammen-
fallen. — Sind nun %% und
i zwei Kurven, die einen
Punkt § gemeinsam haben,
so ist von den beiden Punkten
U und V von k% welche
dem gemeinsamen Kurven-
punkt S benachbart sind,
fiir die zweite Kurve {2
der eine ein elliptischer, der
andere ein hyperbolischer
Punkt. Der Punkt X kann
die Kurve £? beschreiben im
Sinne USV und im Sinne
UV S®w; bei jeder Be-
wegung mufs er, wie wir
oben sahen, mindestens ein-
mal mit einem Punkt der
Kurve {2 zusammenfallen. Die
Kurve £ hat also mit der
Kurve {2 aufser S noch einen
zweiten Punkt gemeinsam:



128 I. Der Kegelschnitt.

Haben zwei Kurven eine Haben zwei Kurven einen
Tangente gemeinsam, so | Punkt gemeinsam, so haben
haben sie noch eine zweite | sie noch einen zweiten Punkt
Tangente gemeinsam(® A). gemeinsam.

§ 10.* Konjugierte Durchmesser.

112 112.* Zirkulare Involution. Dreht sich ein rechter
Winkel mit den Schenkeln o und ! um seinen Scheitel S,
so erhalten wir in S, wenn wir die Strahlen ¢ und / ho-
molog nennen, zwei kongruente und daher “'x) projektive
Strahlenbiischel. Diese beiden Strahlenbiischel haben invo-
lutorische Lage ©3,), weil {in a fillt, wenn « in [ fillt. Die so
durch die Zuordnung auf einander senkrechter Strahlen in
S erhaltene Involution, die wir eine zirkulare nennen wollen,
schneidet jede Gerade in einer Punktinvolution. Von be-
sonderer Wichtigkeit nun ist die Punktinvolution, in der sie
die uneigentliche® Gerade o schneidet. Konstruieren
wir néimlich eine zweite zirkulare Strahleninvolution S,, so
sind je zwei homologen (auf einander senkrecht stehenden)
Strahlen von S, zwei homologe Strahlen von S parallel;
die homologen Strahlen von S, schneiden daher o in einem
Punktpaar der von S ausgeschnittenen Involution.

Wir erhalten also immer dieselbe Punktinvolution in o,
von welcher zirkularen Strahleninvolution wir auch ausgehen,
so dafs wir uns die Involution o® als eine fest in der un-
eigentlichen Gerade gegebene Involution zu denken haben,
die allein vom Begriff des rechten Winkels abhingig, von
der Lage eines Punktes oder einer Gerade in der Ebene
aber unabhiingig ist und daher auch wohl die absolute
Involution genannt wird. Uns dient sie dazn, manchen
Sitzen der Planimetrie eine in unsern Sprachgebraneh besser
passende Fassung zu geben.

Dafs wir immer dieselbe Involution o? erhalten, von
welchem Punkte S wir auch ausgehen, driicken wir ver-
mittelst einer Definition und eines Lehrsatzes aus.

1. Definition: Die Punktinvolution, in der eine be-
liebige zirkulare Strahleninvolution die uneigentliche
Gerade schneidet, heilst die zirkulare Punktinvolution.

2. Lehrsatz: Jede zirkulare Strahleninvolution liegt
perspektiv zu der zirkuloren Punktinvolution. —
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Da zwei auf einander senkrechte Strahlen nicht zu-
sammenfallen kénnen, so haben wir:

3. Jede zirkulare Involution ist elliptisch. —

4. Fiir uns haben die im folgenden gebrauchten Aus-
driicke wie: Zwei Strahlen stehen auf einander senkrecht,
immer nur die Bedeutung: JDie beiden Strahlen gehen durch
zwel homologe Punlte der zirkularen Punktinvolution.

Schneidet z. B. eine beliebige Gerade die uneigentliche
Gerade o in A und ist A, der A homologe Punkt von o2
so geht durch A, (aufser unendlich vielen eigentlichen Ge-
raden auch) die uneigentliche Gerade o selbst.

Wir sagen daher:

5. Jede Gerade steht auf der uneigentlichen
Gerade senkrecht. —

6. Stehen zwei Strahlen einer Strahleninvolution
auf ihren homologen senkrecht, so steht jeder Strahl
auf seinem homologen senkrecht; oder:

Eine Strahleninvolution ist zirkular, wenn zwei
Strahlen auf ihren homologen senkrecht stehen.

Denn die Strableninvolution schneidet die uneigent-
liche Gerade in einer Punktinvolution, die mit der
zirkularen in einem Wurf tibereinstimmt und daher ¢3) mit
ibr identisch ist. —

7. Wenn in einem Viereck zwei Seiten auf ihren
Gegenseiten senkrecht stehen, so steht auch die dritte
Seite auf ihrer Gegenseite senkrecht.

Denn die Gegenseiten eines Vierecks schneiden jede
Gerade in Punktpaaren einer Involution ¢4¢?); die Involution
aber, welche unser Viereck auf der uneigentlichen Gerade aus-
schneidet,” stimmt mit der zirkularen in
zwei Punktpaaren und daher %) auch im
dritten Punktpaar tiberein. —

Nennen wir das Viereck, in dem zwei
Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht
stehen, B B, C C, (Fig. 73) und die Dia- ¢
gonalpunkte O S F, so bilden die Strahlen |
O (S F'. B () einen harmonischen Wurf (24), ¢
Da OC senkrecht auf O B steht, so ist“*
280B= B0 F: Flg. 7.

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 9
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8. Die Seiten eines Vierecks, in dem zwei Seiten
auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, halbieren die
Winkel des Diagonaldreiecks.

A Awmerkung. Die beiden letzten Sitze sind identisch mit
den planimetrischen: 1. Die Hohen eines Dreiecks gehen
durch einen Punkt; 2. die Fufspunkte der Hohen eines
Dreiecks bilden ein zweites Dreieck, dessen Winkel von
den Hohen des ersten halbiert werden.

13 113.* Rechtwinkliges Strahlenpaar einer Involution.

Lehrsatz: In jeder Strahleninvolution giebt es zwet
homologe Strallen, die auj einander senkrecht stehen.

Konstruktion des rechtwinkligen Strahlenpaares: Die
Strahleninvolution S sei durch den Wurf a «, .0 0, (Fig. 74)
gegeben %),  Ein Kreis, der durch den Punkt S geht, wird,
weil der Kreis eine Kurve
zweiter Ordnung ist “2%), von
der Strahleninvolution S in
einer krummen Punktinvolution
geschnitten, die durch die
Punktpaare A4, .BB, in
denen die Strahlenpaare aa, .55,
den Kreis schneiden, bestimmt
ist. Verbinden wir das Invo-
lutionszentrum @, den Schnitt-
punkt von A A, und B B, mit

A dem Mittelpunkt des Kreises
W und projizieren die Schnittpunkte
Fig. 74. dieser Verbindungslinie und des

Kreises aus & durch / und /,, so sind / und /, die beiden
homologen Strahlen, die auf einander senkrecht stehen.

z Zusatz. 1. Ist die Involution hyperboliseh, so konnen
wir, wenn die Ordnungselemente hekannt sind, die gesuchten
Strahlen bequem zeichnen: sie sind die Halbierungslinien
der von den Ordnungsstrahlen gebildeten beiden Winkel.
Denn diese Halbierungslinien stehen auf einander senkrecht
und sind, weil sie durch die Ordnungsstrahlen harmonisch
getrennt werden ®%), zwei homologe Strahlen der Invo-
lution (63s).

2. Ist der Mittelpunkt der Strahleninvolution ein un-
eigentlicher Punkt, so bildet die uneigentliche Gerade mit
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der ihr homologen eigentlichen Gerade das rechtwinklige
Strahlenpaar(112).

114.* Konjugierte Durchmesser. Die in § 7 bewie- 114
senen Siitze tiber Pol und Polare gelten allgemein riir jede
Gerade und ihren Pol; eine besondere Wichtigkeit haben
sie aber fiir die unendlich ferne Gerade ® o und ihren Pol O.
Eine Reihe von Sitzen, die man in der Geometrie der
Kegelschnitte zu beweisen pflegt, sind nichts anderes als
Anwendungen unserer allgemeinen Sitze auf die uneigent-
liche Gerade. Da aber ihr Zusammenhang mit den Polar-
eigenschaften einer Kurve durch eine von der unsrigen ab-
weichende Ausdrucksweise verdeckt wird, so wollen wir die
fiir die uneigentliche Gerade wund ihren Pol geltenden
Eigenschaften noch einmal in besondern Sitzen hervorheben.
Dazu fithren wir folgende Bezeichnungen ein.

1. Die Polare eines uneigentlichen Punktes heilst
ein Durchmesser der Kurve.

2. Der Pol der uneigentlichen Gerade, der Schnitt-
punkt der Durchmesser ©%), heilst der Mittelpunkt der
Kurve.

3. Zwei homologe Strahlen der konjugierten Strahlen-
involution des Mittelpunktes heilsen konjugierte Durch-
messer oder, mit andern Worten ®%): Zwei Durch-
messer, von denen der eine durch den Pol des andern
geht, heifsen konjugiert.

4. Zwei Richtungen heifsen konjugiert, wenn sie
zwei konjugierten Durchmessern parallel sind.

5. Ein Durchmesser, der die uneigentliche Gerade
in einem Punkte schneidet, der mit dem Pol des
Durchmessers ein Punktpaar der zirkularen Punkt-
involution 1120 bildet, heifst eine Achse der Kurve.

6. Jede Kurve hat zweil Achsen 113,

115.* Beispiel. Wie besondere Sitze aus unsern all- 15
gemeinen gewonnen werden, soll an einem Beispiel aus-
fihrlich gezeigt werden. — Ist S.S, eine beliebige Sehne
der Kurve und P, ihr unendlich ferner Punkt, so geht
die Polare von P, 1. weil P, in der unendlich fernen
Gerade liegt, durch den Mittelpunkt der Kurve ©%); 2. durch
den von P, durch S und S, harmonisch getrennten

9%
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Punkt ®8), also durch die Mitte der Sehne S8, @7 3. durch
den Schnittpunkt der Tangenten in S und S, 6%,

Lehrsatz: Der Schnittpunkt zweier Tangenten, die
Mitte ibrer Bertihrungssehne und der Mittelpunkt der
Kurve liegen in einer Gerade.

116 116.* Parallele Sehnen.

1. Die Polaren der Punkte eines Durchmessers sind
dem konjugierten Durchmesser(4) parallel®s. Die Polaren
der Punkte einer Achse(!'4) stehen senkrecht auf der Achse®%),

2. Die Mitten paralleler Sehnen liegen in einem Durch-
messer®®. — Jeder Durchmesser und die von ihm halbierten
Sehnen haben konjugierte Richtungen(i14s),

3. Jeder Durchmesser, der die Kurve schneidet, wird
durch den Mittelpunkt halbiert(®%); die Tangenten in den
Endpunkten dieser Durchmesser sind einander®?%) und den
vom Durchmesser halbierten Sehnen parallel®6?),

4. Die Diagonalen jedes eingeschriebenen Parallelo-
gramms schneiden sich im Mittelpunkt der Kurve®s),

5. Die Diagonalen jedes umgeschriebenen Parallelo-
gramms sind konjugierte Durchmessert¥?); das zugeordnete
Kurvenviereck ist ein Parallelogramm®?.

6. Zwei Seiten eines Kurvendreiecks, dessen dritte Seite
ein Durchmesser ist, haben konjugierte Richtungen.

Denn die Geraden, die die Mitte der dritten Seite, den
Mittelpunkt der Kurve(1%), mit den Mitten der beiden ersten
Seiten verbinden, sind den beiden ersten parallel und kon-
jugierte Durchmesser.

117 117* Symmetrische Lage der Kurvenpunkte zu
zwei konjugierten Durchmessern. Sind d und d; zwei
konjugierte Durchmesser('% und S ein beliebiger Punkt der
Kurve, so erhiilt man zwei neue Kurvenpunkte S, und S,,
indem man durch S Parallelen zu d und d, zieht und auf
diesen die beiden Punkte S, und S, so bestimmt, dafs die
Strecken S S, und S S, durch d, und d halbiert werden(t.),
Verbindet man noch S mit dem Schnittpunkt O der Durch-
messer, dem Mittelpunkt der Kurve(!'%), und nimm¢ auf dieser
Verbindungslinie einen Punkt S, so an, dafs SS; durch O
halbiert wird, so hat man vier Kurvenpunkte S S, S, §;, die
ein Parallelogramm bilden, dessen Seiten den konjugierten
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Durchmessern parallel sind. Das Ergebnis driicken wir
80 aus:
Die Kurve liegt symmetrisch zu je zwei konjugierten
Durchmessern.

118.* Parallele Tangenten. 118

Aufgabe: Die Tangente zu zeichnen, die einer gegebenen
Tangente parallel ist.

Losung: Die Kurve sei durch S S, A und 7 gegeben®®?,
Wir wollen den Berithrungspunkt der .S 7" parallelen Tangente
zeichnen. — Wir withlen auf S 7" den Punkt K so, dafs T
die Mitte von S K ist, und zeichnen zu dem Strahl S, A
von S, den zugeordneten von S. Wir verbinden also %
den Punkt D, in dem S, K die Sehne AS schneidet, mit
7 und den Punkt D), in dem diese Verbindungslinie D, T’
die Sehne A S, schneidet, mit S. Der Schnittpunkt A von
SD und S, D, ist der gesuchte; denn seine Tangente
wird, wie eine Anwendung von Nr. 51, auf das von den
Tangenten in S8, A gebildete Dreiseit ergiebt, von dem
Strahl A 7 durch .S und S, harmonisch getrennt, schneidet
also die Tangente von S in dem von 7' durch S und K
harmonisch getrennten Punkte®%), d.1i. im unendlich fernen(%).
— Schneidet der Strahl S den Strakl §,.0, im un-
endlich fernen Punkt A, so ist die Tangente, weil sie den
Punkt A mit dem unendlich fernen Punkt von S T verbindet,
die unendlich ferne Gerade. Auf diesen besondern Fall
gehen wir in Nr. 127 niher ein.

Zusatz. Da sich also zu jeder Tangente eine ihrz
parallele zeichnen lifst, so konnen wir jede Kurve auch als
bestimmt®® ») ansehen durch zwei Punkte, deren Tangenten
sich in einem unendlich fernen Punkte 7', schneiden, und
einen beliebigen dritten Punkt A. Bezeichnen wir die beiden
ersten Punkte durch S und S, (nicht mehr, wie in der eben
angegebenen Konstruktion, durch S und A), so konnen wir
Jjede Kurve als gegeben ansehen durch S S, A und T .

Anmerkung. Bei der Zeichnung einer Kurve empfiehlt a
es sich, jedesmal die der Tangente in S parallele Tangente
zu zeichnen, da die Verbindungslinie ihres Bertthrungspunktes
und des Punktes S, als Polare®¢Z) des unendlich fernen
Punktes 700, ein Durchmesser 4 und die Mitte dieses
Durchmessers der Mittelpunkt der Kurve@18s) jgt,
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119 119.* Achsen der Kurve.
Aufgabe: Die Achsen einer Kurve zu zeichnen.

Losung: Wir haben in der Strahleninvolution des Kurven-
mittelpunktes die beiden homologen Strahlen zu zeichnen,
die auf einander senkrecht
stehen(4). — Ist die Kurve
durch SS, A und T o (Fig. 75)
gegeben(182) die Mitte O von
8§, also®#d der Kurven-
mittelpunkt, so sind O T
und O S zwei konjugierte
Durchmesser; ein zweites
Paar erhalten wir, indem wir
O mit den Mitten der Seiten
AS, und AS verbinden!!!%),
In der durch diese beiden
Strahlenpaare bestimmten In-
volution zeichnen wir nach
Nr. 118 die beiden homologen Strahlen, die auf einander

senkrecht stehen (Siehe Fig. 75).

120 12”7 120.% Definition der Ellipse und der Hyperbel. Die
konjugierte Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes O
(oder die perspektiv zu ihr liegende®? Punktinvolution der
unendlich fernen Gerade o) ist charakteristisch fir die Ge-
stalt der Kurve. Liegt O auf seiner Polare o, so ist O ein
Kurvenpunkt®¢ %) und o seine Tangente und die konjugierte
Strahleninvolution ist parabolisch®?). Wenn wir diesen Fall
(den wir in Nr. 127 betrachten werden) vorliiufiz ausschlie(sen,
also annehmen, dafs O ein eigentlicher Punkt ist, so kann
die Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes O elliptisch
oder hyperbolisch sein.

1. Definition: Eine Kurve, fiir welche die konjugierte
Strahleninvolution des Mittelpunktes elliptisch (hyperbolisch)
ist, heifst eine Ellipse (Hyperbel).

Da die Strahleninvolution von O perspektiv liegt zu
der konjugierten Punktinvolution der Polare o0%), so
haben wir:

2. Eine Ellipse hat keinen unendlich fernen Punkt;
eine Hyperbel hat zwei unendlich ferne Punkte.

Pig. 75.
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121.* Durchmesser der Ellipse und der Hyperbel.

1. Der Mittelpunkt der Ellipse ist ein -elliptischer
Punkt(1021),

2. Jeder Durchmesser schneidet die Ellipse®); ins-
besondere: jede der beiden Achsen schneidet die Ellipse;
die Schnittpunkte einer Achse mit der Ellipse heilsen
Scheitel; die Tangenten in den Scheiteln einer Achse stehen
senkrecht auf der Achse®7%),

3. Der Mittelpunkt der Hyperbel ist ein hyperbolischer
Punkt(%): die durch ihn gehenden Tangenten (1% heifsen
Asymptoten. Die Berithrungspunkte der Asymptoten sind die
unendlich fernen Punkte der Hyperbel(8¢ %),

4. Je zwei konjugierte Durchmesser werden durch die
Asymptoten harmonisch getrennt(®3),

5. Die beiden Geraden, welche die von den Asymptoten
gebildeten Winkel halbieren, sind die Achsen der Hyperbel(13%),

6. Von zwei konjugierten Durchmessern schneidet der
eine die Hyperbel, der andere nicht('%); insbesondere: von
den beiden Achsen schneidet die eine die Hyperbel, die
andere nicht. Die Achse, welche die Hyperbel schneidet,
heifst die Hauptachse; ihre Schnittpunkte mit der Hyperbel
heifsen Scheitel; die Tangenten in den Scheiteln stehen
senkrecht auf der Hauptachse(®?%),

122.* Hyperbeltangenten. Nennen wir die beiden
Asymptoten der Hyperbel sn und #» und ihre unendlich fernen
Beriihrungspunktett22) M und N und einen beliebigen Punkt
der Hyperbel A, so hilden AMN ein Kurvendreieck, von
dem die eine Seite MN die unendlich ferne Gerade ist.
Wenden wir auf dies Kurvendreieck den Satz Nr. 51, an,
so ergiebt sich, dals die Seite MN die Tangente o der
gegeniiberliegenden Ecke A in einem Punkte K schneidet,
der von A durch 7 und » harmonisch getrennt ist. Da aber
K der unendlich ferne Punkt von « ist, so ist A die Mitte®™
der Strecke, die von m und n auf « begrenzt wird:

1. Die Strecke, welche auf einer beliebigen Hyperbel-
tangente von den beiden Asymptoten begrenzt wird,
wird durch den Beriihrungspunkt halbiert. —

Sind A und B (Fig. 76) zwei beliebige Punkte der
Hyperbel, so bilden sie mit den beiden unendlich fernen
Punkten M und N ein Kurvenviereek, dessen einer Diagonal-
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punkt £ der unendlich ferne Punkt von AB ist, wihrend
die Verbindungslinie der beiden andern P und @ die Sehne
AB in C halbiert®%). Schneidet die Tangente « des
Punktes A die drei Diagonallinien des Kurvenvierecks ABMN
in den drei Punkten 7,
A und 4,, so ergeben
die Verbindungslinien
TB, AM, 4 N die
Tangente g in B und
die beiden Asymptoten
m und 2. Die Tan-
gente [ schneidet die
Asymptote m in einem
Punkte B der Diagonal-
linte PR und die
Asymptote n in einem Punkte B, der Diagonallinie Q .
Da R der unendlich ferne Punkt von AB, d. h® da
AB, ||AB| 4, B ist, so haben wir:

2. Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden zwei
beliebige Tangenten in den Ecken eines Trapezes,
dessen Grundlinien der Beriihrungssehne der beiden
Tangenten parallel sind. —

Aus A B, || A, B ergiebt sich weiter: Dreieck 4, B A4
= A4, B B,; addieren wir zu jedem dieser Dreiecke das
Dreieck 4, B O, so ist 0 A4 =0 BB,:

3. Jede Tangente begrenzt mit den beiden Asym-
ptoten ein Dreieck von unverinderlichem Inhalt.

123.#* Hyperbelsehne. Die Diagonallinie P (Fig. 76),
welche die Sehne AB in C halbiert(1?2) geht, weil sie der
Vierecksseite MN zugeordnet istt82), durch den Schnittpunkt
O der Asymptoten m und n®®, also durch den Kurvenmittel-
punkt®’Z). Da ferner R der Pol der Diagonallinie P @
ist®), g0 sind O R und O C konjugierte Durchmesser(i4),
werden also(2'd durch die Asymptoten m und n harmonisch
getrennt; C ist daher®™ auch die Mitte der von den
Asymptoten m wund = auf der Sehne AB begrenzten
Strecke :

Die Mitte einer Hyperbelsehne ist zugleich die Mitte
der von den Asymptoten auf der Sehne begrenzten

Strecke.

Fig. 76.
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124.* Kennzeichen fiir die Ellipse und die Hyperbel.
Ist eine Kurve durch S8, A und T gegeben@8% g0 Iifst
sich ein einfaches Kennzeichen dafir angeben, ob die Kurve
eine Ellipse oder Hyperbel ist. Die unendlich ferne Gerade,
die durch 7Too geht, hat nimlich mit der Kurve keinen
Punkt oder zwei Punkte gemein, je nachdem sie von A
durch die parallelen Tangenten s und s, in S und S, ge-
trennt ist oder nicht('®¥. Ziehen wir also durch A eine be-
liebige Gerade, welche s und s, in C und D schneidet, so
ist die Kurve eine Ellipse oder Tangente, je nachdem A auf
CD oder auf C'D® liegt®v. Sagen wir im ersten Fall,
dafs der Punkt innerhalb, im zweiten, dals er aulserhalb
der parallelen Tangenten s und s, liegt, so haben wir den

Lebrsatz: Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel,
je nachdem ein beliebiger ihrer Punkte dureh irgend
zwel parallele Tangenten von der unendlich fernen
Gerade getrennt wird oder nicht; oder mit andern
Worten: je nachdem ein beliebiger Kurvenpunkt
innerhalb oder aulserhalb irgend zweier parallelen
Tangenten liegt.

125.* Abschnitte auf zwei parallelen Tangenten.
Ist eine Kurve durch SS, A und 7o (Fig. 77) gegeben(182),
so erhalten wir einen neuen Kurvenpunkt A®S %, indem wir
irgend eine Parallele zu der Tangente S T oo =s ziehen
und die Punkte . und D, in denen sie von den Seiten
AS, und AS des Kurvendreiecks AS S, geschnitten wird,
aus S und S, projizieren. DBezeichnen wir noch die Punkte,
in denen die Tangente s von AS, und A S, geschnitten wird,
durch K und L, und die Punkte, in denen die Tangente
S, Too=s von AS und AS geschnitten wird, dureh K,
und L,, so ergiebt sich aus der Figur
S K DS D S SL
LS, ~ DL DK K8’
folglich SK. K, S, =S L.L, S, folglich
SK.S, K, =SL.S§, L,.

Unser Produkt hat also denselben Wert, ob wir von
dem Kurvendreieck SS; A oder von dem Kurvendreieck
S S, A ausgehen, mit andern Worten: Das Produkt ist konstant.
Bezeichnen wir diesen konstanten Wert durch -+ 40% so

124
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lehrt die Anschauung, dafs fir eine Ellipse, fiir welche (wie
in der Figur) A innerhalb der parallelen Tangenten s und
s, liegt®9, die Strecken S K und S, K, dieselbe Richtung
haben, ihr Produkt also“V) positiv ist; fiir eine Hyperbel
dagegen negativ. Um das Ergebnis bequemer in Worte
kleiden zu konnen, bemerken wir noch, dafs die Seite A S,
des Kurvendreiecks A S S, die Tangente s der Gegenecke
S in einem Punkte K schneidet, der von S durch die Tan-
genten s; und o der beiden andern Ecken harmonisch ge-

Fig. 71.

trennt wird®%. Da nun s von s, in dem unendlich fernen
Punkte T'oo geschnitten wird, so wird s von « in der Mitte
A von § K geschnitten®™); ebenso ergiebt sich, dafs s, von
« in der Mitte A, von S, K, geschnitten wird. Wir erhalten
daher
fir eine Ellipse: S 4.8, 4, = -} 5%
fir eine Hyperbel: S 4.8, 4, = — b2

Lehrsatz: Das Produkt aus den Strecken, die eine
verinderliche Tangente auf zwei festen parallelen Tan-
genten abschneidet, ist konstant, und zwar fiir eine
Ellipse positiv, fir eine Hyperbel negativ.

126.% Gleichungen der Ellipse und der Hyperbel.
SS, (Fig. 77) ist als Polare ®%) des unendlich fernen
Punktes 7oo ein Durchmesser, die Mitte O von S,
also der Mittelpunkt der Kurve ®84) ynd O T und O S
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sind zwei konjugierte Durchmesser(114), Schneidet die Ver-
bindungslinie A T den Durchmesser S.S, in Q, so ist

QA S,Q QA _ SQ
SK 8,8 S K, S8’
. QA SQ.5Q QS8.50Q
folelich 5 5, &% — 55,88~ 58
Beziehen wir den Kurvenpunkt A auf ein schiefwinkliges
Koordinatensystem, dessen Achsen die beiden konjugierten
Durchmesser O S und O T sind, und bezeichnen daher
0@ durch # und QA durch y, so ist, wenn wir noch
S8, =2a setzen, QS.S, Q=a*—2z* und ferner

a® —a* ., a? 2
— p - fOlgllCh ?’I‘ ‘Z):} -— 1,

Wl

fiir eine Ellipse:

2

ol

. Y- a” — 2" . €T -
fiir eine Hyperbel: — /) T folglich e ZZ/T = 1.

127.# Parabel. Wir wenden uns jetzt zu dem Fall, den
wir in Nr. 120 ausgeschlossen haben, dafs nimlich die
konjugierte Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes para-
bolisch ist.

1. Definition: Fine Kurve, fiir welche die konjugierte
Strahleninvolution des Mittelpunktes parabolisch ist, heifst eine
Parabel.

2. Der Mittelpunkt der Parabel ist ein parabolischer
Punkt(?) und daher!!®® ein Kurvenpunkt.

3. Die unendlich ferne Gerade, als Polare des Mittel-
punktest42), ist eine Tangente der Parabel®¢%). Der Mittel-
punkt, als Beriihrungspunkt dieser Tangente, ist ein unendlich
ferner Punkt.

4. Jede Kurve, die die unendlich ferne Gerade beriihrt,
ist eine Parabel; denu der Pol der unendlich fernen Gerade
o, der Mittelpunkti14) O der Kurve, ist der Berithrungspunkt
von o®7%): die konjugierte Strahleninvolution eines Kurven-
punktes aber ist parabolisch®2).

5. Jeder Durchmesser schneidet die Parabel (im un-
endlich fernen Mittelpunkt und daher® noch) in einem
eigentlichen Punkt. —

Weil die unendlich ferne Gerade eine Tangente ist, so
wird die Parabel durch vier Stiicke bestimmt® 2);

—
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6. Fine Parabel ist bestimmt durch 3 Punkte und den
unendlich fernen (Mittel-) Punkt; durch zwei Punkte und
ihre Tangenten; durch 3 Tangenten und den Beriihrungs-
punkt der einen; durch 4 Tangenten.

D S

~ 7
A

Fig. 18.

Zur Ubung®®): S8, A 0BE); S oS, ABED; §S A 00
88,00, (%7 Fig. 78); S0 6, f¢; Ao 6.0, 5 60, e 362

128 128.%# Die konjugierte Involution eines Parabel-
durchmessers. Ist eine Parabel durch zwei Punkte und ihre
Tangenten 12 also durch S S, und 7" gegeben, so kénnen
wir, wenn wir den noch unbekannten, unendlich fernen
Punkt der Parabel mit O bezeichnen, auf das Kurvendreieck
S8, O den Satz Nr. 51, anwenden. Danach schneidet die
Seite S, O die Tangente S 7'=3s der Gegenecke in einem
Punkte K, der von S durch die Tangenten s, und o der
beiden andern lKcken S, und O harmonisch getrennt wird.
Da s von o im unendlich fernen Punkt geschnitten wird,
so ist 7 die Mitte von S K ®%. Verbinden wir 7" mit der
Mitte C von SS,, so geht T'C, weil 7'C'|| S, K ist, durch
den Mittelpunkt O:

1. Die Gerade, welche den Schnittpunkt zweier
Parabeltangenten mit der Mitte der zugeordneten Be-
rithrungssehne verbindet, ist ein Durchmesser. —
Bezeichnen wir den eigentlichen Punkt, in dem die

Parabel einen Durchmesser schneidet(®, durch A, so sind
A und der Mittelpunkt O die Ordnungspunkte der konju-
gierten Involution ¢2) des Durchmessers. Da je zwei kon-
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Jjugierte Punkte des Durchmessers durch A und O harmonisch
getrennt werden 24, so sind sie gleich weit von A entfernt®7?:

2. Der ecigentliche Punkt, in dem ein Durchmesser
von der Parabel geschnitten wird, ist die Mitte zwischen
je zwei konjugierten Punkten des Durchmessers.

129.* Tangentendreieck. Es seien S S, A (Fig. 79)
drei beliebige Punkte einer Parabel, von der O der unendlich
ferne Punkt sei. Auf das Kurvenviereck S.S, A O wenden
wir den Satz Nr. 59 an: Das Diagonaldreieck P Q R des
Kurvenvierecks S S, A O ist dasselbe ol
wie das Diagonaldreieck des zuge-
ordneten Kurvenvierseits ss, a o; drei ¢
Ecken dieses Vierseits sind die Punkte, >x
in denen die drei Seiten des Dia- i
gonaldreiecks P @ R von der unend-
lich fernen Gerade o geschnitten i/
werden; die Gegenecken I MM, 2
dieser drei Ecken, in denen sich die Fig. 79,
Tangenten ss, o schneiden, miissen daher die Mitten @) der
Seiten des Diagonaldreiecks P Q R sein:

1. Die Tangenten in drei beliebigen Parabelpunkten
halbieren die Diagonallinien desjenigen Kurvenvierecks,
das von den drei Punkten und dem unendlich fernen
Punkt der Parabel gebildet wird. —

Vermittelst dieses Lehrsatzes ergiebt sich aus der Figur:
Dreieck RS, Q=RS, S
Dreieck RS, A=RS, A
Dreieck QR A =S8, A
Dreieck QRA =2TM M,
Dreieck SS, A =2TMM,.
2. Jedes Kurvendreieck einer Parabel ist doppelt
so grofs wie das zugeordnete Kurvendreiseit. —

Schalten wir zwischen S und A einen Parabelpunkt B
und zwischen S, und A einen Parabelpunkt I ein und
wenden auf jedes der Kurvendreiecke SAB und S, AT
unsern Satz an, so erkennen wir durch unbegrenzt fortge-
setztes Finschalten von Parabelpunkten, dafs die von der
beliebigen Sehne S, und der Parabel begrenzte Fliche

-
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doppelt so grofs ist wie das aufserhalb der Parabel liegende
Flichenstiick des Dreiecks S S, T
3. Das Dreieck, welches von zwei Parabeltangenten
und ihrer Berithrungssehne gebildet wird, ist $ mal so
grofs wie das zugehorige Parabelsegment.

130 130.* Gleichung der Parabel. Sehen wir eine Parabel
als gegeben an durch S S, A und 7., (182, so muls, weil
S'S, ein Durchmesser ist 1184), der Punkt S, (oder S) in

den unendlich fernen Punkt O der

Parabel fallen 2% so dals T, O

(Teo S,) die unendlich ferne Gerade

ist. — Wir zeichnen einen vierten

Kurvenpunkt A“® %, indem wir irgend

zwei Punkte D und D, (Fig. 80) in

den Seiten A O und A S des Kurven-
dreiecks A O S, die mit T, in einer

Fig. 80. Gerade liegen, aus S und O projizieren,
und bezeichnen die Punkte, in denen die Tangente S T .,
von O A und OA geschnitten wird, durch K und K,. Weil

KD=K, D, ist, so ergiebt sich

SK SK, SK SK,
KA KD’ KD KN

SK* SK?

, KA~ K A

Ziehen wir durch A zur Tangente S T,, eine Parallele,

welche den Durchmesser S O in @ schneidet, und bezeichnen

SQ=K, A durch « und QA= S K, durch y, so ergiebt

sich aus der vorstehenden Gleichung, dafs QA%: SQ=y*:2

einen konstanten Wert hat. Bezeichnen wir diesen durch
2p, so ist

folglich:

y:=2pa
die Gleichung einer Parabel, bezogen auf ein Achsensystem,
das gebildet wird von einer beliebigen Tangente und dem
durch ihren Berithrungspunkt gehenden Durchmesser.

181 131.* Kpreis.

1. Definition: Eine Kurve, fir welche die konjugierte
Strahleninvolution des Mittelpunkies zirkular('? ist, heifst ein
Kreis.
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2. Eine Kurve ist ein Kreis, wenn zwei Durchmesser
auf ihren konjugierten senkrecht stehen (112,

3. Eine Kurve, der die zirkulare Punktinvolution der
unendlich fernen Gerade konjugiert ist, ist ein Kreig (9%u-112:),

4. Der Mittelpunkt des Kreises ist ein elliptischer
Punkt (12),

5. Der Kreis wird von jedem seiner Durchmesser ge-
schnitten(0,

6. Zwei Seiten eines Kreisdreiecks, dessen dritte Seite
ein Durchmesser ist, stehen auf einander senkrecht(1'%; oder:
Der Peripheriewinkel tiber dem Durchmesser ist ein rechter.

7. Die Durchmesser eines Kreises sind einander gleich;

denn die Strecke, welche die Mitte der Hypotenuse mit
der Gegenecke verbindet, ist halb so grols wie die Hypo-
tenuse. —

8. Das von einem beliebigen Punkt auf seine Polare
gefillte Lot geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

Ist nidmlich 2 ein beliebiger Punkt, so ist dem durch
P gehenden Durchmesser O P das in O auf O P errichtete
Lot konjugiert(®; die Polare des Punktes P steht daher,
weil sie durch den unendlich fernen Punkt dieses Lotes
gehen mufs®%), senkrecht auf O P. —

Ein besonderer Fall des vorhergehenden Satzes ist:
9. Jede Kreistangente steht auf dem Radius ihres Be-
rithrungspunktes senkrecht;

denn die Polare eines Kreispunktes ist seine Tan-
gente(®6 2,

132.* Konstruktion des Kreises. In Nr. 100 haben
wir eine Kurve gezeichnet, fiir welche ein Punkt und zwei
konjugierte Involutionen gegeben sind. Ein besonderer Fall
dieser Aufgabe ist die folgende

1. Aufgabe: Einen Kreis zu zeichnen, fir welchen ein

Punkt und eine konjugierte Punktinvolution gegeben sind.

Zu den gegebenen Stiicken tritt noch hinzu die zirkulare
Punktinvolution der unendlich fernen Gerade o3, Wir
erhalten daher, der Analysis von Nr. 100 entsprechend,
indem wir ¢® mit der zirkularen Punktinvolution o® zu-
sammenfallen lassen, die folgende Konstruktion. — Ist dem
unendlich fernen Punkte U von 4 der Punkt H (Fig. 81)
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homolog, so schneidet das in A auf / er richtete Lot die
unendlich ferne Gerade o in dem dem Punkte U homologen
Punkte G122 g0 dafls dies Lot
die Polare » von U ist®2), Von
dem gegebenen Punkte S fillen
wir auf « das Lot S Q und wihlen
auf diesem den Punkt Z so, dafs

& Q die Mitte von S L ist; von I
fallen wir auf 4 das Lot LT
> und von dem Punkte I',, der dem

c %

Punkte I in A% homolog ist, das
Lot auf die Verbindungslinie S H,
r welches LT in § schneidet.
! Jeder Strahl von S wird dann
durch den auf ihm senkrechten
Strahl von S, in einem Punkte
des Kreises geschnittend12), —
Da alle Kreise die zirkulare Punktinvolution gemeinsam
haben(%1), so ergiebt sich noch:
2. Zwei Kreise, die einen Punkt gemeinsam haben,
haben noch einen zweiten Punkt gemeinsam(!012),
3. Drei Kreise, die einen Punkt gemeinsam haben,
haben noch einen zweiten Punkt gemeinsam, wenn
ihre Mittelpunkte in einer Gerade liegen(0),

Fig. 81.

§ 11. Die diagonale Involution.

133 133. Die diagonale Involution. In den Trigern ¢
und %, die sich in U schneiden, seien zwei beliebige In-
volutionen ¢* und %* gegeben. Entspricht dem Schnittpunkt
U in g* der Punkt & und in A® der Punkt H, so soll die
Verbindungslinie G H =« die zu (gh) gehorige Diagonallinie
heifsen. Ferner wollen wir die Involutionen ¢ und 2* zwei
Gegenseiten und den Sechnittpunkt U ibrer Triger einen
Diagonalpunkt nennen.

In der Diagonallinie » konstruieren wir eine Involution
auf folgendem Wege. Die Involution ¢ ist gegeben, wenn
aufser dem Punktpaar U G noch zwei homologe Punkte C
und C, gegeben sind®%); ebenso ist A? durch den Wurf
UH.rr, gegeben. Wird nun die Diagonallinie » von den
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Geraden C'T und C, I, in den Punkten 4 und B geschnitten,
so soll die durch den Wurf G H.AB in u bestimmte In-
volution die den Gegenseiten (g9/) zugeordnete diagonale
Involution heilsen.

Wir wollen beweisen, dafls die so konstruierte Involution
unabhiingig ist von der Wahl der Gerade CT'. Zuerst zeigen
wir, dafs jeder andern Gerade D A, welche durch A4 geht,
eine Gerade /), A, entspricht, welche durch B geht. —
Schneidet 4 D A (Fig. 82) '
die Gerade C, ', in X
und die Verbindungslinie
U X die Gerade CT in
K, so bilden XEARB
ein Viereck, von dem
zwei Paar Gegenseiten
sowohl ¢ als 2 in homo-
logen Punkten schneiden;
es miissen daher®* 2 auch
die Gegenseiten 4 X und = -
B E sowohl g als 2 in 4 V3

homologen Punkten
schneiden; B E schneidet
also g in D, und 4 in A;; mit andern Worten, D, A, geht
durch B. Wiren wir also statt von CI' von DA aus-
gegangen, so hitten wir denselben Punkt B erhalten.

Es bleibt noch zu zeigen, dafs ein beliebiger Strahl
CE von C und der ihm zugeordnete C, E, von C, die
Diagonallinie « in zwei homologen Punkten 4, und B, der
durch G H.A B bestimmten Involution schneiden. — Weil
UH.TT,.EE (die Punkte E und E, sind in der Figur
nicht mehr gezeichnet) Punktpaare der Involution A2 sind,
so ist UHTEAHUT, E®  folglich C(UHT E)
ANC (HUT,E), folglich GHAA A HGBB,. Diese
Projektivitit sagt aus®), dafs 4, und B, zwei homologe
Punkte der durch G /1.4 B bestimmten Involution sind.

Durch zwei Gegenseiten g2
und h? st eine Diagonallinie
u und i thr eine Punktinvolu-
tion u? bestimmt. Diese den
Gegenseiten (g h) zugeordnete
diagonale Involution u® ist mit

Boger, Ebene Geometrie der Lage.

Durch zwer Gegenecken G2
und H? ist ein Diagonalpunkt
U wnd in ihm eine Strahlen-
tnvolution U? bestimmt, Diese
den Gegenecken (G H) zugeord-
nete  diagonale Involution U*?

10
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den Involutionen g* und h?
durch, die Eigenschaft verbunden,
dafs je drei Punkten CT A
der Trager ghu, die in einer
Gerade liegen, drei Punkte
C, T, B homolog sind, die wieder
in ener Gerade liegen.

I. Der Kegelschnitt,

ist mat den Involutionen G?
und H? durch die Eigenschaft
verbunden, dafs je drei Strahlen
cya der Strahlenmittelpunkte
GHU, die durch einen Punkt
gehen, drei Strahlen ¢, y, b
homolog sind, die wieder durch

einen Punkt gehen.

Zusatz.  Von dem vorstehenden Satze soll noch ein
zweiter Beweis gegeben werden, da wir von den in ihm
benutzten Schliissen spiter(4's * 169 Gebrauch zu machen
haben. — Dreht sich ein Strahl a, der g und % in C und
I und » in A schneidet, um einen beliebigen Punkt S, so
beschreibt die Verbindungslinie «, der homologen Punkte
C, und T, einen krummen Strahlenbiischel®?; denn es ist

C,0) A CASO)ATE AT,

Geht der Strahl « durch U=g/, so fillt C, in G
und I, in H, die Diagonale w ist also ein Strahl des
krummen Biischels. Bezeichnen wir daher w(«,) durch B,
so beschreiben .1 und B in « zwei projektive Punktreihen®?.
Wenn « durch G geht, fillt ¢, in % und daher B in H;
wenn « durch F geht, fillt o, in ¢ und daher B in G.
Der Punkt G entspricht also dem Punkt H zweijach, so dafs
die von 4 und B beschriebenen Punktreiben in involutorischer
Lage sind®%0.

Dreht sich der Strahl ¢ um einen andern beliebigen
Punkt S,, so erhalten wir, wie sich in derselben Weise er-
giebt, in » wiederum eine Involution; diese ist aber mit der
ersten identisch®®) weil sie mit ihr aulser dem Punktpaar
G H noch ein zweites Punktpaar gemeinsam hat, dasjenige
Punktpaar namlich, welches sich ergiebt, wenn « in die
Verbindungslinie S S, fillt.

Anmerkung. Zur Begriindung der eingefiibrten Namen
weisen wir aut den besondern Fall hin, dals die beiden In-
volutionen ¢* und 42 hyperbolisch sind. Bezeichnen wir die
Ordnungspunkte von ¢* durch K und K,, die Ordnungs-
punkte von 4* durch L und L, und den Punkt, in dem die
Diagonallinie « von der Verbindungslinie K I, geschnitten
wird, durch V, so mufls der Punkt V, weil K und L und
daher auch die Verbindungslinie K L sich selbst entsprechen,
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ein Ordnungspunkt der diagonalen Involution w? sein. Aus
denselben Griinden mufs die -Verbindungslinie K, V' den
Triger % in einem sich selbst entsprechenden Punkte, also
in L, schneiden, so dafs V' ein Diagonalpunkt des von den
Ordnungspunkten K K| L L, gebildeten Vierecks ist. Eben-
so ergiebt sich, dals der Schnittpunkt W der Gegenseiten
K L, und K, L ein Ordnungspunkt der diagonalen Involution

9

u? ist.

Die drei Paar Ordnungspunkte K X,, L L, VW sind

also die dret Paar Gegenecken eines Vierseits, so dals unser
Satz eine Verallgemeinerung von Nr. 104, und mithin eine
weitergehende Verallgemeinerung des Gaufsschen Satzes(10¢ 2
ist. — Den Inbegriff der beiden Involutionen ¢* und 2?2
nennt man sonst wohl imagindres Viereck; wenn wir auch
diese Bezeichnung ablehnen, so haben wir doch, um keine
neuen Namen bilden zu miissen, die Bezeichnungen Gegen-
seiten, Diagonalpunkt und Diagonallinie beibehalten. ‘

134. Hauptinvolution. Eine beliebige Gerade a, welche 134
die Gegenseiten und ihre Diagonallinie in den Punkten CT A4
schneidet, moge von der Gerade a,, in der die homologen
Punkte C, I, B liegen™, in dem Punkte A geschnitten
werden. Deér Wurf €T . .4 A bestimmt in o eine Involution(),
die wir die Hauptinrolution der Gerade e nennen.

Definition: Zwei Gegen-
seiten ¢? und A? induzieren
in jeder Gerade o eine In-
volution, die wir die den
Gegenseiten (g 2) zugeordnete
Hauptinvolution von a nennen.
Ein Punktpaar dieser Haupt-
involution «* wird gebildet
von den Punkten C und T,
in denen a von ¢ und /. ge-
schnitten wird; ein zweites
von den Punkten A und A,
in denen a= CT von der
Diagonallinie « und der Ver-
bindungslinie der homologen
Punkte C, und I', geschnitten
wird.

Definition: Zwei Gegen-
ecken (72 und A? induzieren in
jedem Punkte 4 eine Involu-
tion, die wir die den Gegen-
ecken (G H) zugeordnete
Hauptinvolution von 4 nennen.
EinStrahlenpaar dieser Haupt-
involution 4% wird gebildet
von den Strahlen ¢ und y,
welche G und H aus 4
projizieren; ein zweites von
den Strahlen @ und o, durch
welche der Diagonalpunkt U
und der Schnittpunkt der
homologen Strahlen ¢, und
y, aus Ad=—c¢y projiziert
werden.

Zusatz. Geht die Gerade a durch U, so dafs C und z

10*
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I in U liegen, so fillt C, in & und [, in H, die Gerade
a, =C, T, also in u. Weil mithin die Punkte C und T,
A und A zusammenfallen, so haben wir:

Geht die Gerade a durch Liegt der Punkt 4 in der
den Diagonalpunkt U, so ist | Diagonallinie u, so ist seine
ihre Hauptinvolution hyper- | Hauptinvolution hyperbolisch
bolisch und hat die Ordnungs- | und hat die Ordnungsstrahlen
punkte U und A. u und a.

A Anmerkung. Sind die Involutionen ¢? und A* hyper-
bolisch, so werden die Punkte C und C, durch die Ordnungs-
punkte K und K, harmonisch getrennt®%. Wir wissen
daher aus Nr. 104,, dals 4 und A zwei homologe Punkte
derjenigen Involution sind, die die Gegenseiten des Vierecks
KK, L L in o ausschneiden; da auch g und / zwei Gegen-
geiten dieses Vierecks sind, so sind aunch C und [ zwei
homologe Punkte dieser Involution. Unsere Hauptinvolution
a?= (T .AA ist also fiir den Fall, dals ¢* und A* hyper-
bolisch sind, identisch mit der Involution, welche durch die
Gegenseiten des von den Ordnungspunkten gebildeten Vierecks in
a ausgeschnitten wird(029),

135 135. Darstellung zweier Gegenseiten. Bei der
grolsen Wichtigkeit, welche den Gegenseiten ¢* und A* und
ihrer diagonalen Involution »? fiir unsere weitern Betrach-
tungen zukommt, ist es notwendig, sich eine klare Vor-

stellung zu bilden von der Figur,

durch welche diese drei Involutionen
dargestellt werden. — Sie besteht
aus finf Geraden (Fig. 83), die be-
liebig angenommen werden kénnen:
den Trigern g 2 u, die das Dreieck

U G H bilden, und zwei Geraden

a und a,, die die Seiten dieses

Dreiecks in den Punkten CT A4

Tig. 83. und C, I, B, und einander in A
schneiden. Die Involutionen sind dann
1. Gegenseiten: g>=UG.CC; 1*=UH.TT,;
2. Diagonale Involution: w?*—= G H. 4 B,
3. Hauptinvolutionen: a*=CT .4A; @=C, T, . BA

A Anmerkung. Da zwel Gegenseiten ein Viereck dar-

stellen(3? &), weun sie hyperbolisch sind, so stellt unsere
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Figur eine Verallgemeinerung des Vierecks dar; sie ist da-
her fir die folgenden Betrachtungen ebenso wichtig wie fir die
fritheren das Viereck.

136. Konstruktion von homologen Punkten der
diagonalen Involution. Um weitere Punktpaare der dia-
gonalen Involution G H.A B3% gzu erhalten, legt man
durch 4 (Fig. 84) einen
beliebigen Strahl, welcher
gund % in D und A schneidet.
Die vier Punkte C, ', D A
bilden dann ein Viereck,
von dem zwei Paar Gegen-
seiten die Diagonallinie «

in homologen Punkten
schneiden; es schneiden da-
her®* 2 auch die Gegenseiten
C, A und ', D die Diagonal-
linie « in zwei homologen Punkten G, und H, der diagonalen
Involution.

Zusatz. Da zwei Paar Gegenseiten des Vierecks C, ', DA
auch die Gerade CT ==« in homologen Punkten der Haupt-
involution @®==CT ..1 A03%) gchneiden, so schneiden die
Gegenseiten C; A und I", 2 auch die Gerade a in homologen
Punkten ' und " der Hauptinvolution. Man erhdlt also
mit den Punktpaaren der diagonalen Involution zugleich die
Punktpaare der Hauptinvolution a®.

137. Ordnungspunkte zweier Gegenseiten und ihrer
diagonalen Involution. Um aus einzelnen der folgenden
Sitze besondere Fille ableiten zu konnen, haben wir uns
mit der Frage zu beschiftigen, wann die diagonale Involution
Ordnungspunkte hat.

Sind die Punktwiirfe U G . CC, (Fig.83)und UH.T T,
beide elliptisch, so sind auch die Strahlenwiirfe A(U G . CC,)
und A(UH.TT,) beide elliptisch@, d. h.0%) der Strahl
A(G) wird von dem Strahle A (U) durch @ und e, getrennt und
der Strahl A(H) wird von A(U) durch ¢ und a, getrennt; der
Strahl A(G) wird also von dem Strahl A(H) durch a und
a, nicht getrennt; d. h. die vier Strahlen A(G' H. A B) und
mithin@%) auch die Punkte G H.A B bilden einen hyper-
bolischen Wurf. — Sind UG.CC, und UH.T T, beide

1868
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hyperbolisch, so ergiebt sich ebenso, dafs G H.A B ein

hyperbolischer Wurf ist.

Ist der Wurf U . CC, elliptisch, der Wurf UH.T T,

hyperboliseh, so wird A(G) von A(U) durch « und «, ge-
trennt; A(H) dagegen wird von A(U) durch « und «, nicht
getrennt; folglich wird A (G) von A (H) getrennt; der Punkt-

wurf G H. A B ist daher elliptisch:

1. Sind die Wiirfe, welche
von zwei Geraden in zwei
Seiten eines Dreiecks be-
stimmt werden, entwederbeide
elliptisch oder beide hyper-
bolisch, so ist der in der
dritten Seite bestimmte Wurf
hyperbolisch. -— Ist der eine
der beiden Wiirfe elliptisch,
der andere hyperbolisch, so
ist der dritte elliptisch. —

1. Sind die Wiirfe, welche
von zwei Punkten in zwei
Ecken eines Dreiseits be-
stimmt werden, entwederbeide
elliptisch oder beide hyper-
boliseh, so ist der in der
dritten Ecke bestimmte Wurf
hyperbolisch. — Ist der eine
der beiden Wiirfe elliptisch,
der andere hyperbolisch, so
ist der dritte elliptisch. —

Jeder Wurf bestimmt eine Involution®); die beiden

Geraden a und a, bestimmen-daher in den drei Seiten des
Dreiecks U G H drei Involutionen. Sehen wir zwei von diesen
als Gegenseiten an, so ist die dritte die diagonale Involution:

2. Wenn die beiden Gregen-
seiten  gleichnamige  (ungleich-
namige) Involutionen sind, so
st die diagonale Involution
hyperbolisch (elliptisch). —

2. Wenn die beiden Gegen-
ecken  gleichnamige  (ungleich-
namige) Involutionen sind, so
it die diagonale Involution
lyperbolisch (elliptisch). —

Sind die Gegenseiten und die diagonale Involution
hyperboliseh, so bilden, wie wir in Nr. 133 A gesehen haben,

die Ordnungspunkte die Gegenecken eines Vierseits.

Wir

kinnen daher dem ersten der beiden vorhergehenden Sitze

die Form geben:

8. Zwer Geraden bestinvmen
in den drev Seiten eines Drei-
ecks drei Punktinvolutionen, von
denen mindestens eine Ordnungs-
punkte hat. ITlaben alle dre
Ordnungspunkte, so bilden diese
die Gegenecken eines Vierseits.

3. Zwei Punkte bestimmen
i den dret Ficken eines Drei-
seits  drei Stralleninvolutionen,
von denen mindestens eine Ord-
nungsstrahlen hat. Haben alle
drei Ordnungsstrahlen, so bilden
diese die Gegenseiten eines
Vierecks.
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138.* Fluehtpunkt und Potenz einer Involution. 1ss

Ist X der unendlich ferne Punkt einer geraden Involution
¢® und O der ihm homologe, so heilst O der Fluchtpunkt
der Involution ¢ Sind A und 4, irgend zwei weitere
homologe Punkte von ¢2 so ist die Involution g2 elliptisch
oder hyperbolisch, je nachdem das Punktpaar 4 4, durch das
Punktpaar O X getrennt wird oder nicht getrennt wird®8,
Da X auf A4°A® liegt, so ist demnach die Involution
elliptisch, wenn O auf 4 A, liegt; sie ist hyperbolisch, wenn
O auf 4 A, liegt. Im ersten Falle werden die Strecken
04 und OA, in entgegengesetztem, im zweiten in gleichem
Sinn gemessen. Das Produkt O 4.0 A4, ist also negativ
oder positivi®), je nachdem die Involution elliptisch oder
hyperbolisch ist. Und umgekehrt. —

Bezeichnen wir die unendlich ferne Gerade durch o®
und ihre zirkulare Involution®2) durch o% so lassen sich
9% und o? als zwei Gegenseiten ansehen,
deren diagonale Involution wir nach
Nr. 133 zeichnen wollen. Entspricht
dem Schnittpunkt X (Fig. 85) der Triiger
g und o in ¢* der Punkt 0 und in »* g
der Punkt Y, so ist OY die Diagonale;
weil aber O X und OY durch zwei g
homologe Punkte X wund Y der
zirkularen Involution gehen, so ist OY 4
das in O auf ¢ errichtete Lot!'2). Sind
nun A und A, irgend zwei homologe
Punkte von ¢* und K und E, zwei homologe Punkte der
diagonalen Involution, so miissen die Geraden 4 £ und
A, E,, weil sie auch die unendlich ferne Gerade in zwei
homologen Punkten der zirkularen Involution schneiden(!33)
auf einander senkrecht stehen''2d. Es sind also A 4, £ E,
die Ecken eines Vierecks, dessen Gegenseiten auf einander
senkrecht stehen(1127),

Da die Seiten des Dreiecks A4 O E, senkrecht stehen
auf denen des Dreiecks £ O 4,, also Dreieck AOE, ~EO A,
ist, so haben wir die Proportion O 4: O E=O0FE, : 0 A4,.
Da die zirkulare Involution elliptisch ist(%) so sind die
Involution ¢g? und die diagonale Involution ungleichnamig @3%),
Von den Produkten OA4.0 A4, wnd OFK.OE, ist also

Fig. 85.
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das eine positiv, das andere negativ, so dafs sich aus unserer
Proportion ergiebt:
OA.0A =—0FE.OE,.

Halten wir die homologen Punkte £ und £, der diagonalen
Involution fest und lassen den Punkt A4 und damit auch A4,
den Triiger ¢ durchlaufen, so erkennen wir, dafs das
Produkt O 4.0 4, seinen Wert nicht indert.

Lehrsatz: Der Fluchtpunkt einer Punktinvolution teilt
jede von zwer homologen Punkten begrenzte Strecke so,
dass das Produkt aus den beiden Teilstrecken konstant ist.
Dies konstante Produkt wird die Potenz der Involution
genannt.  Die Potenz einer elliptischen Involution ist
negativ; die Potenz einer hyperbolischen Involution st
positiv.

139 139.% Konstruktion von Fluchtpunkt und Potenz.
Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Strahlen 4 & und 4, E,
(Fig. 85) durch S, so ist, weil die Punkte 4 O £, S in einem
Kreise liegen, nach einem planimetrischen Satz E S.EA
=FEE, .EO. Das Produkt £S.E A bleibt also, wenn 4
den Triger g durchlduft, unverindert. In der Planimetrie
wird das Produkt E£S.E A die Potenz des Punktes E tiir
den iiber dem Durchmesser A A, konstruierten Kreis ge-
nannt. Da, wie wir eben gesehen haben, fiir einen Kreis,
der durch irgend ein anderes Punktpaar BB von ¢* be-
stimmt ist, die Potenz des Punktes E dieselbe 1st so ist I
ein Punkt der Potenzlinie der beiden iiber 4 A4, und BB,
als Durchmesser konstruierten Kreise. Aus dieser Bemer-
kung ergiebt sich, dafs die planimetrische Aufgabe: Die
Potenzlinie (Chordale) zweier Kreise zu zeichnen, dazu ver-
wandt werden kann, den Fluchtpunkt und die Potenz einer
Involution g zu finden (vgl. 191 Z).

1. Elliptische Involution: Da fir zwei Kreise, die sich
schneiden, die Potenzlinie die gemeinsame Sehm ist, so
liisst sich fiir eine elliptische Involution, die durch die belden
sich trennenden Punktpaare 4 A, und B B, gegeben sein
moge, der Fluchtpunkt durch die’ folgende Konstruktion be-
stimmen. Man schligt iiber den Durchmessern A 4, und B B,
zwei Kreise, die sich in ¢ und R schneiden; dle Verbm-
dungslinie Q]f schneidet ¢ in dem gesuchten Fluchtpunkt 0
und — 0 Q? ist die Potenz der Imolutlon 9°.
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2. Hyperbolische Involution: Ist die gegebene Involution
hyperbolisch, so hat man noch einen dritten Kreis (Fig. 86),
der die beiden iiber /

A A und BB, ge-
sehlagenen  Kreise
schneidet, zu zeich- é

g
nen und von dem )‘ Zm ]
Schnittpunkt der ge- s /
meinsamen Sehnen )

,‘ S~

das Lot auf ¢ zu
fallen. Fig 86

3. Sind von einer hyperbolischen Involution die Ord-
nungspunkte K und K, bekannt, so ist die Mitte O von K K,
weil O dem unendlich fernen Punkte homolog ist(68s wnd 27),
der Fluchtpunkt und -+ O K? die Potenz von g2

4. Ist die hyperbolische Involution durch die beiden
Punktpaare 4 A, und B B, gegeben, so konnen wir mit
Hiilfe des Fluchtpunktes O die Ordnungspunkte finden.
Ziehen wir von O (Fig. 86) die Tangente an einen der beiden
iber AL A, und B B, konstruierten Kreise, so trifft der mit
der Tangente um O geschlagene Kreis den Triger ¢ in den
Ordnungspunkten K und K.

5. Ist der Fluchtpunkt der hyperbolischen Involution
nicht gegeben, so lassen sich die Ordnungspunkte finden
(entweder nach Nr. 80 Z oder), indem man aus einem be-
liebigen Punkte S des tiber dem Durchmesser 4 4, ge-
schlagenen Kreises die Punkte B und B, auf die Peripherie
projiziert und von dem Punkte, in dem die Verbindungslinie
der erhaltenen Punkte B und B, den Triiger schneidet,
Tangenten an den Kreis zieht. Projiziert man die Beriihrungs-
punkte dieser Tangenten wieder aus S aunf den Triiger,
so erhiilt: man die Ordnungspunkte der geraden Involution
AN BB,

6. In den Anwendungen unserer Sitze auf die Geometrie
des Mafses werden wir noch hiufiz die Potenz einer Invo-
lution, die einer Kurve konjugiert ist, zu bilden haben; an
dieser Stelle wollen wir die Potenz einer dem Kreise kon-
jugierten Involution bestimmen. — Da jedem Kreise die
zirkulare Punktinvolution konjugiert ist(3%s), so ist die Polare
des unendlich fernen Punktes X des Triigers ¢ der Durch-
messer, welcher senkrecht auf ¢ steht. Nennen wir also den

A
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Kreismittelpunkt £ (Fig. 85) und fillen von ihm auf ¢ das
Lot E O, so ist O der Fluchtpunkt®?) der konjugierten In-
volution ¢g2. — Ist ferner 4 ein beliebiger Punkt von g, so
geht seine Polare durch den in £ O liegenden® Pol £,
von ¢ und steht auf dem Durchmesser 4 £ senkrecht(3s.
Schneidet diese Polare von A den Triger ¢ in A,, so sind
A und A, zwei konjugierte Punkte. Nach Nr. 138 ist daher
0A4.0A4, die Potenz der konjugierten Involution g und
gleich — O L. 0O E,. Nun ist¢)
OE.OE, —0FE.(OE+EE)=0E*—EO.LEE,.

Da E der Mittelpunkt des Kreises ist, so ist die konjugierte
Involution von £ () hyperbolisch(3'D und zwar gleich (1312,
Von dieser konjugierten Involution sind aber, weil nach
unserer Konstruktion £, der Pol von ¢ ist, £, und O zwei
konjugierte Punkte; daher ist £ O.E E, = r? Bezeichnen
wir noch den Abstand O £ des Trigers ¢ vom Kreismittel-
punkt durch , so haben wir gefunden, dafs die Potenz der
dem Kreise konjugierten Involution ¢? ist

0A4.04, =r*—d

§ 12.*% Die fokale Involution.

140 140.* Steinersche Parabel. Ist £” eine beliebige Kurve
und 2 eine ihrer beiden Achsen('®, so schneidet » die un-
eigentliche Gerade o in einem Punkte X, der dem Pol Y von
x in der zirkularen Punktinvolution o2 homolog ist!4). Jeder
Strahl von Y, d. h. jede der Achse konjugierte Gerade steht
daher auf der Achse senkrecht(!'?:):

1. Jede einer Achse konjugierte Gerade steht auf
der Achse senkrecht. —

Ist a eine beliebige Gerade (nicht etwa eine der Achsen)
und 4, ihr Pol fir die Kurve £°, so giebt es unter den
durch A4, gehenden Strahlen einen, der auf ¢ senkrecht steht.
Schneidet ndmlich o die uneigentliche Gerade o im Punkte A
und ist A, der dem Punkte A homologe Punkt in 02, so ist
die Verbindungslinie 4, A, == a,, weil sie durch 4, geht,
der Gerade a konjugiert und, weil sie durch A, geht, ein
Lot auf 020, Nennen wir a, kurz das der Gerade a kon-
Jugierte Lot, so haben wir:
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2. Zu jeder Gerade, welche nicht mit einer der
Achsen zusammenfillt, giebt es ein konjugiertes Lot.
Ferner ergiebt sich aus Nr. 113:

3. Dureh jeden Punkt gehen zwei einander konju-
gierte Lote. —

Geht der Strabl @ durch den Kurvenmittelpunkt O, so
ist sein Pol 4, ein uneigentlicher Punkt('4); die Verbindungs-
linie 4, A, ist daher die uneigentliche Gerade:

4. Das einem (nicht mit einer der Achsen zusammen-
fallenden) Durchmesser konjugierte Iot ist die un-
eigentliche Gerade. —

Dreht sich @ win einen Punkt P, der in keiner der
beiden Achsen liegt, so beschreibt der Pol 4, in der Polare p
von P eine dem Strahlenbiischel P projektive Punktreihe®%
und der Punkt A,, welcher dem Schnittpunkt o (a) = A in 02
homolog ist, in o eine zu a projektive Punktreihe®). Die
Verbindungslinie A4, A; = a, umhiillt®’ daher eine Kurve
zweiter Ordnung und zwar eine Parabel''?d weil o als
Trager der einen Punktreihe eine Tangente ist49). — Liegt
dagegen £ z. B. in der Achse », so ist « einer der Strahlen
von P; da der Pol Y von 2 zugleich der dem Punkte X
== o0 (z) in o® homologe Punkf ist, so fallen 4, und A, gleich-
zeitig in Y. Die beiden von A, und A, in p und o be-
schriebenen projektiven Punktreihen haben daher perspektive
Lage®9 und die konjugierten Lote bilden zwei gerade Strahlen-
biischel 2, und Y“¥; der parabolische Biischel zerfillt, wie
wir sagen, in zwei gerade Strahlenbiischel:

5. Die den Strahlen eines geraden Bischels P konju-
gierten Lote bilden einen projektiven parabolischen Biischel.
Dieser Biischel heifst die Steinersche Parabel.

6. Die Steinersche Parabel zerfillt in zwei gerade
Strahlenbiischel, wenn P in einer der beiden Achsen liegt.

141.* Fokale Involutionen. Geht der Strahl a des
Punktes £ durch den uneigentlichen Punkt X der Achse ,
d. h. fallt o(a)=A in X, so fillt A, in den Pol Y von
214%); der Pol A, von a liegt, weil a durch X geht, in der
Polare y von X®w; die Verbindungslinie 4, A,, das konju-
gierte Lot, ist daher die zweite Achse y. Da dasselbe von
@ gilt, wenn « parallel y ist, so ergiebt sich:
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1. Die beiden Achsen sind Tangenten jeder Steiner-
schen Parabel. —

Die einander konjugierten Lote, welche durch P
gehen%), sind Tangenten der dem geraden Biischel 2 zu-
geordneten Steinerschen Parabel; daher(27o:

2. Die einem Punkte P zugeordnete Parabel ist be-
stimmt durch die beiden Achsen der Kurve und die beiden
konjugierten Lote, welche durch P gehen. —

Weil die Achsen Tangenten der Steinerschen Parabel
sind, schneiden die Strahlen ¢ des geraden Biischels P jede
Achse in einer Punktreihe, die projektiv ist zu der von den
homologen Strahlen des parabolischen Biischels ausgesehnit-
tenen Punktreihe(*%). Geht ¢ durch X, so ist y, wie wir
eben sahen, das konjugierte Lot; dem Punkte X ist daher
der Schnittpunkt « y = O, der Mittelpunkt der Kurve, homo-
log; geht der Strahl ¢ durch O, so ist ihm die uneigentliche
Gerade homolog(4, dem Punkt O also der Punkt X. Die
beiden in « liegenden projektiven Punktreihen bilden
daher(®3) eine Involution. — Ist @ irgend ein zweiter Punkt,
so ergiebt sich fiir ibn ebenso, dals seine Strahlen und die
ihnen konjugierten Lote die Achse in Punktpaaren einer
Involution schneiden, von der X und O zwei homologe
Punkte sind. Da der Strahlenbiischel ¢ mit dem eben be-
trachteten 7 einen Strahl gemeinsam hat (vgl. 133 Z), so
haben die beiden durch 2 und @ in # induzierten Involutionen
auch noch das Punktpaar gemeinsam, welches von diesem
Strahl /> und seinem konjugierten Lote ausgeschnitten
wird; die beiden Involutionen sind daher identisch®3). Das
Ergebnis sprechen wir durch eine Definition und einen Iehr-
satz aus.

3. Definition: Die Involution, welche durch einen
beliebigen geraden Biischel und die ihm konjugierten
Lote in einer Achse bestimmt wird, heifst eine fokale
Involution.
4. Lehrsatz: Jeder Strakl und das ihm  konjugierte
Lot schmeiden jede der beiden Achsen in zwei homologen
Punkten der fokalen Involution. —
Ist £ ein Kurvenpunkt, so ist seine Tangente zugleich
seine Polare ®7); das in dem Kurvenpunkte I’ auf der
Tangente errichtete Lot, das wir die Normale des Punktes I°
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nennen wollen, ist daher das konjugierte, so dafs wir als
besondern Fall des vorhergehenden Satzes den folgenden
aussprechen konnen:
5. Tangente und Normale eines Kurvenpunktes
schneiden jede der beiden Achsen in zwei homologen
Punkten der fokalen Involution. —

6. Ferner folgt noch fiir den Fall, dafs P ein Punkt
einer Achse ist, der zugeordnete parabolische Biischel also
in zwei gerade Biischel P, und Y zerfilltt49, dafs P und
P, zwei homologe Punkte der fokalen Involution sind.

142.* Brennpunkte. Wenn die Achsen « und y von dem
Strahl ¢ in B und C und von dem ihm konjugierten Lot
in B, und C, geschnitten werden, so sind B und B, zwei
homologe Punkte der fokalen Invelution #* und € und C|
zwei homologe Punkte der fokalen Involution y? (4. Da
a und a, durch zwei homologe Punkte A und A, der zirku-
laren Punktinvolution gehen, so lassen sich die beiden fokalen
Involutionen auffassen als zwei Gegenseiten 33, deren diago-
nale Involution die zirkulare Punktinvolution o? ist. Da die
zirkulare Involution elliptisch ist(!'%) so haben wir(3%):

1. Von den beiden fokalen Involutionen ist die eine
elliptisch, die andere hyperbolisch. — Die Achse,
welche der Triiger der hyperbolischen Involution ist,
heifst die Hauptachse, die andere die Nebenachse. —
Die in der Hauptachse liegenden Ordnungspunkte der
fokalen Involution heifsen die Brennpunkte der Kurve.—

Jeder Strahl eines Brennpunktes ' wird von dem ihm
konjugierten Lote in F' geschnitten 1419, mit andern Worten :
die konjugierten Strahlen des Brennpunktes stehen aufein-
ander senkrecht:

2. Die konjugierte Strahleninvolution jedes Brenn-
punktes ist zirkular. —

Bilden die den Strahlen eines Punktes P konjugierten
Lote einen geraden Strahlenbiischel P, so mufls £ ein
Punkt der Achse sein®®% und der Mittelpunkt P, des
von den konjugierten Loten gebildeten geraden Biischels
mufs der dem Punkte P in der fokalen Involution homologe
sein(4l). — Ist die konjugierte Strahleninvolution eines
Punktes P zirkular, so heifst das: die den Strahlen von P

-
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konjugierten Lote bilden einen geraden Biischel, dessen
Mittelpunkt mit 2 zusammenfillt; der Mittelpunkt mufs also
ein Ordnungspunkt der fokalen Involution, d. h. ein Brenn-
punkt sein:

3. Ein Punkt, dessen konjugierte Strahleninvolution
zirkular ist, ist ein Brennpunkt. —

Sind uns fiir eine Kurve die beiden Brennpunkte # und
G+ gegeben, so ist ihre Verbindungslinie die Hauptachse «.
Da der uneigentliche Punkt X der Hauptachse » in der
fokalen Involution, wie wir in der Begriindung von Nr. 141,
sahen, dem Kurvenmittelpunkt O homolog ist, so ist die
Mitte®s) von /' G der Kurvenmittelpunkt, das Mittellot von
F G also die Nebenachse. — Je zwei aufeinander senkrechte
Strahlen von F schneiden die Nehenachse in homologen
Punkten der fokalen Involutiont4l):

4. Sind uns von einer Kurve die beiden Brenn-
punkte /" und ¢ gegeben, so ist /' (+ die Hauptachse
und das Mittellot von F' G die Nebenachse. — Die
fokale Involution der Nebenachse liegt perspektiv zur
konjugierten (zirkularen) Strahleninvolution jedes Brenn-
punktes. —

Die konjugierten Lote, die durch einen Punkt P
gehen*%), schneiden die Hauptachse in homologen Punkten
der fokalen Involution(*) und bilden daher mit P F und
P G einen harmonischen Wurf®3), Nennen wir die durch
einen Brennpunkt gehenden Strahlen £ F und P G kurz
Brennstrahlen. so haben wir®%:

5. Die konjugicrten Lote eines beliebigen Punktes P
halbieren die von den Bremnstrahlen £ F und P G ge-
bildeten Winkel.

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der folgende
(vgl. 141,):

6. Tangente und Normale eines Kurvenpunktes hal-
bieren die von den Brennstrahlen des Kurvenpunktes
gebildeten Winkel.

143 143.* Hauptkreis. Da die konjugierte Strahleninvolution
des Brennpunktes zirkular(®) also elliptisch(!%) ist, so ist
die konjugierte Punktinvolution der Hauptachse, weil diese
ein Strahl des Brennpunktes ist, hyperbolisch:
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1. Die Punkte, in denen die Hauptachse die Kurve
schneidet, heifsen die (Haupt-) Scleitel02) der Kurve.
Wir bezeichnen die Scheitel der Kurve stets durch 4
und A4, und die Strecke A4 A4,, die Linge der Hauptachse,
durch 2a. — Der Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem Kurven-
mittelpunkt O zusamnienfillt und dessen Radiug O A4 ist,
hat so vielerlei Beziehungen zur Kurve, dafs man fiir ihn
einen besonderen Namen eingefiihrt hat.

2. Defipition: Der Kreis, welcher die Hauptachse
der Kurve zum Durchmesser hat, heifst der der Kurve
zugeordnete [Hauwpthreis (oder der Scheitelkreis).

3. Die der Kurve konjugierte Involution der Haupt-
achse ist dieselbe wie die dem Hauptkreise konjugierte
Involution,
némlich die durch die Ordnungspunkte 4 und 4, bestimmte.
Da ferner dem uneigentlichen Punkte X der Hauptachse @ in
der zirkularen Punktinvolution o® der Pol Y von « homolog
ist@14) und jedem Kicise die zirkulare Punktinvolution kon-
jugiert ist19, so hat die Hauptachse fir die Kurve und
den Hauptkreis denselben Pol. Die Strahlen von Y, d. h.112)
die Lote der Hauptachse, haben daher fiir die Kurve und
den Hauptkreis dieselben Pole®2,

Sind nun Y (Q) (Fig. 87) und Y (R) irgend zwei Strahlen
von Y, und ¢, und £, ihre Pole und C irgend ein Punkt
in Y(Q), so geht sowehl die Polare

y des Punktes C fiir die Kurve als 4
auch die Polare ¢ des Punktes € ¢
fir den Kreis dureh @, und _ '
schneidet Y (¢J) in dem dem Punkte 2,

.
C fiir die Kurve konjugierten Punkte A / P

I, und ¢ schreidet Y (Q) in dem 2 -
dem Punkte C fiir den Hauptkreis 7 2
konjugierten Punkte C,. Wird Y (X&)

von y und ¢ in A und D), ge- 2 ]?‘ # ¢
schnitten, so ist R, C die Polare Hig. 8%

des Punktes A, fiir die Kurve und die Polare des Punktes D,
fiir den Kreis®?), Schneidet daher R, C das Lot Y (X) in D,
so sind D und A, einander fiir die Kurve und D und D,
einander fir den Hauptkreis konjugiert. Da die Punkte Q
und £, welche dem Punkte Y sowohl fiir die Kurve wie
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fiir den Kreis konjugiert sind, die Fluchtpunkte der konjugier-
ten Involutionen von Y (Q) und Y (R) sind, so haben wir
in Y (Q) fiur die Kurve die Potenz Q C. QT %% und fiir
den Hauptkreis die Potenz Q C.Q C;; das Verhiltnis der
beiden Potenzen ist also QT, :Q C,. Entsprechend haben
wir in Y (R) die Potenzen D .R A, und RD.RD, und
das Verhiltnis ZA : R D,. Da nun nach einem Satz der
Proportionenlehre
QUri:QC =RA:RD,

ist, so haben wir:

4. Die Potenzen der Involutionen, welche der Kurve

und dhrem Hauptkreise in einem Lote der Hauptachse
konjugiert sind, haben ein konstantes Verhdltnis.

Zu den Loten der Hauptachse gehort auch die Neben-
achse %), in welcher der Hauptkreis eine Involution erzeugt,
deren Potenz -+ o® ist(3%s). Bezeichnen wir die Involutions-
potenz, welche die Kurve in der Nebenachse induziert, durch
[0], so ist das konstante Verhiltnis der Involutionspotenzen
[b] : @ — Wiihlen wir ein Lot Y (Q), welches die Kurve in
S schneidet, so ist, wenn wir Q@ S =y und O Q = 2 setzen,
die Potenz dieses Lotes fiir die Kurve - y*0(3%) und fiir den
Hauptkreis a®—»*03%. Es ist daher y*:a®>—2%=10|:a>
— Damit haben wir zum zweiten Male (vgl. 126) die Kurven-
gleichung abgeleitet, und zwar fiir ein Koordinatensystem,
dessen Achsen mit den Kurvenachsen zusammenfallen. Ist
die Kurve einc Ellipse, so schneidet die Nebenachse die
Kurve 212, die Potenz {b] ist also positiv: - 62013%); jst sie
eine Hyperbel, so ist [] negativ:— 6222 g0 dals sich
ergiebt als Gleichung
22 y? L.

a? T T Y

fiir die Ellipse:

9 D)
e )
.
p

fir die Hyperbel: 72

Zusatz. Die eben entwickelte Kurvengleichung ist nur
ein besonderer Fall der in Nr. 126 abgeleiteten, welche auf
zwei beliebige konjugierte Durchmesser als Achsen bezogen
war. Auch diese allgemeine Gleichung lifst sich mit Hiilfe
des hier verwendeten Begriffs der Potenz einer Involution
ableiten. — Ist uns die Kurve durch SS, 4 und 7o (1182
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gegeben, so ist, wenn O die Mitte von S S, ist, O Two
(Fig. 88) der dem Durchmesser S S, konjugierte. Er wird,
weil er durch den Pol Too der Seite SS, des Kurven-
dreiecks S S, A geht, von den beiden andern Seiten A.S
und AS, in zwei konjugierten
Punkten 4 und A, geschnitten®®),
Da O der Fluchtpunkt®® von
O Towo ist, so ist die Potenz der

konjugierten Involution von
O Tew:[b]=0A.0.1,. Ziehen
wir QA parallel O 7% und be-
zeichnen O @ durch », QA durch
y und OS =— 0S8 durch «, so Fig. 88.
ergiebt sich:

QA:04=8Q:S0O und QA:04,=25,Q:S§,0,
woraus unter Beriicksichtigung der Zeichenregel®V) folgt:

2 (SOF0Q S 0+0Q  aF—a?
]~ 0s5,.08 e

144.# Konstruktion der Ellipse aus ihren beiden
Achsen®, Fiir eine Ellipse(2'2 sowohl wie fiir einen Kreis(s1)
ist der Mittelpunkt O ein elliptischer Punkt. Es ist also, wenn
wir die Bezeichnung der vorigen Nummer (Fig. 87) beibehalten,
Y(0) eine hyperbolische Gerade®'” und folglich®'%) auch
jeder Strahl Y(Q), der von Y (O) durch die Scheiteltangenten
Y(A4) und Y(4,) nicht getrennt wird; mit andern Worten:
jedes in einem Punkte der Hauptachse A A4, errichtete
Lot schneidet sowohl die Ellipse wie ihren Hauptkreis.
Errichten wir in einem solchen auf A A, liegenden Punkte
@ das Lot und nennen seine Schnittpunkte mit der Ellipse
und dem Hauptkreise P und P, so sind Q P* und Q P;
die Potenzen(3%) der der Ellipse und dem Hauptkreise kon-
jugierten Involutionen des Lotes; es ist daher(40 QP: QP
=b:a.

Auf jedem Lote der Hauptachse werden von der
Ellipse und ihrem Hauptkreise zwei Sehnen begrenzt,
deren Verhiltnis konstant ist, und zwar gleich dem
Verhiiltnis der Nebenachse zur Hauptachse.
Ziehen wir durch den Ellipsenpunkt P (Fig. 89) zum
Kreisradius £, O die Parallele, welche die Hauptachse in C,
Boger, Ebene Geometrie der Lage. 11
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die Nebenachse in D schneidet, soist PC: P, O=QP: QP,
= b : a; folglich ist, da P, O==a ist, P C=10. P D ist gleich
P, O=a. Daraus ergiebt sich eine in der Darstellenden
Geometrie viel benutzte Kon-
struktion einer Ellipse, von der

47 die beiden Achsen gegeben sind:

2 Man triigt auf einem Papier-
0 streifen (Fig. 89) PD=—a und

L 7 ¢ ; £ C="5 ab und bewegt ihn so,
L dafs C auf der Hauptachse und

2 D auf der Nebenachse gleitet;

die mit der Bleifeder be-
zeichneten Lagen des Punktes
P sind dann Ellipsenpunkte. —

Weil, wie wir bei der Begriindung von Nr. 143, sahen,
jedes Lot der Hauptachse fiir die Ellipse und den Haupt-
kreis denselben Punkt als Pol hat, so geht die Ellipsen-
tangente in P durch den Punkt, in dem die Kreistangente
in £, die Hauptachse schneidet® %), Diese Bemerkung
wird in der Darstellenden Geometrie zur Konstruktion einer
Ellipsentangente gebraucht.

145 145.% Kurve aus den beiden Brennpunkten und
einer Tangente. Ist uns fiir eine Kurve ein Brennpunkt
G gegeben, so kennen wir, da die konjugierte Strahlen-
involution des Bremnpunktes zirkular ist®4%), die der Kurve
in & konjugierte Strahleninvolution. Aus dieser Bemerkung
ergiebt sich die Losung der

Aufgabe): FEine Kurve zu zeichnen, von der die beiden
Brennpunkte und eine Tangente gegeben sind.
Die beiden Brennpunkte bezeichnen wir durch G und
H, die gegebene Tangente durch s. Da je zwei homologe
Strahlen ¢ und ¢, der Strahleninvolution G'* auf einander
senkrecht stehen und ebenso je zwei homologe Strahlen y
und y, von FH? so ist der Verbindungslinie G H—=u in
G* das Lot g auf u und in H? das Lot 4 auf » homolog;
den unendlich fernen Schnittpunkt dieser Lote ¢ und %
nennen_wir U. — Die gesuchte Kurve erhalten wir nun
durch Ubertragnng der in Nr. 100 gegebenen Konstruktion
ins Duale(:
Werden die Punkte, in denen die gegebene Gerade s

Fig. 89.
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(Fig. 90) von den Seiten 2 und u des Dreiseits g hu ge-
schnitten wird, aus den Gegenecken G und U durch ¢ und
q projiziert, wird ferner der Schnittpunkt ¢ ¢ aus der Ecke
H durch y projiziert, so ist

. . .. /8
die Verbindungslinie von gy
und ¢, 7, eine Tangente. Be- s B3
zeichnen wir diese durch s,
. . ) . . =
s0o sind die Verbindungslinien Klge
der Punkte, in denen s und z

s, von den homologen Strahlen
der zirkularen Involution G
geschnitten werden, Tangenten

\,
der gesuchten Kurve. \\\
Anmerkung. Aus dem Be- SN\
weise zu Nr. 100 ergiebt sich N
dual: Weil s(u) und s (9),
s(¢) und s, (¢,) (Fig. 90) auf
homologen Strahlen von G? Fig. 90, !

liegen, so sind ihre Ver-
bindungslinien / und /, Tangenten der Kurve. Wie das
Vierseit ¢ hcy zeigt, ist die Diagonallinie ¢ von » durch s
und / harmonisch getrennt®»?; ¢ g = U wird daher® aus
ss, durch den von & durch s und s, harmonisch getrennten
Strahl ¢,, d.1.0¢%) die Polare von G, projiziert.

Zusatz. Wiederholt man die Konstruktion fiir den Fall,
dafs der Brennpunkt /7 ein uneigentlicher Punkt, also A die
uneigentliche Gerade ist, so ergiebt sich s| ¢ und s, || ¢,;
die Verbindungslinie der Schnittpunkte s(c) und s, (¢;), die
Tangente /,, ist daher die uneigentliche Gerade und somit(2%
die Kurve eine Parabel:

Liegt der eine der beiden Brennpunkte unendlich
fern, so ist die Kurve eine Parabel.

146.* Richtlinie. Die in der vorigen Nummer(4 4) kon-
struierte Polare g, des Brennpunktes G hat eine besondere
Wichtigkeit und daher einen besondern Namen, den wir
einftihren durch die

1. Definition: Die Polare eines Brennpunktes heifst

Richitlinie (oder Direktrix). —

Statt der Buchstaben G und FH, durch die wir in
Nr. 145 die Brennpunkte bezeichneten, wollen wir uns von

11*

N

—

46
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jetzt an wieder der bis dahin gebrauchten Buchstaben F
und G bedienen und dem entsprechend die Polaren von #
und G, die Richtlinien, durch f und g bezeichnen. Ist nun
T ein beliebiger Punkt der Richtlinie f, so geht seine
Polare durch den Punkt F' und steht, da sie dem Brenn-
strahl F' T konjugiert ist®2), senkrecht auf 7 F(4%):

2. Die Polare eines Punktes T der Richtlinie f ist
das vm Brennpunkt ¥ auf T ¥ errichtete Lot.

Ist demmnach Y der uneigentliche Punkt der Richtlinie
7, so ist seine Polare das von F auf f gefillte Lot F F;
dieses schneidet die uneigentliche Gerade o in dem dem
Punkte Y homologen Punkte X der zirkularen Punkt-
involution, ist also eine Achse4) der Kurve und, weil es
durch F' geht, die Hauptachse(42):

3. Das von einem Brennpunkt auf seine Richtlinie
gefillte Lot ist die Hauptachse.

Dieser Satz ist ein besonderer Fall des folgenden. —
Weil die konjugierte Strahleninvolution eines Brennpunkies
F elliptisch ist1%), so ist die Richtlinie f eine elliptische
Gerade(%); durch jeden Punkt 7' von f gehen daher(®?
zwei Tangenten s und s, die als Ordnungsstrahlen die
konjugierte Involution von 7' bestimmen®? und daher die
Polare von 7 in zwei Kurvenpunkten schneiden®2):

4. Wenn T ein Punkt der Richtlinie 7 ist, so schneidet
das in dem Brennpunkte F' auf T'F errichtete Lot die
von 7" ausgehenden Tangenten in zwei Kurvenpunkten.

Man giebt diesem Satze auch wohl die Form: Die anf
einer Tangente durch ihren Beriihrungspunkt und eine Richt-
linie begrenzte Strecke erscheint in dem zugeordneten Brenn-
punkt unter einem rechten Winkel. —

Schneidet die Polare eines beliebigen

¢ Punktes T' (Fig. 91) der Richtlinie /. die
Nebenachse in C, so folgt aus der Ahn-

¢, lichkeit der Dreiecke OCF und F, FT:
L 9 OC.F,T=0F.FF, DieDolare von
Fig. 91. C geht durch 7' und ist der Hauptachse
parallel®%); gchneidet sie die Nebenachse

in C, so ist OC.0C, die Potenz(® der konjugierten
Involution der Nebenachse, die wir- wieder mit [b] be-
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zeichnen wollen. Wir haben daher die auch im Vorzeichen
richtige Gleichung

[0]=0C.0C, =0C.F,T=0F.FF,.
Ferner ist¢d
OF . FF,=0F. (FO-++0F)=—O0F4{+0OF.OF,.

Das Produkt O F. O F, ist die Involutionspotenz der
Hauptachse, also O F. O F, = *(15%); bezeichnen wir noch
O F= 4 G I durch ¢, so haben wir

5. a2 —e?==10].

147.* Zweites’?» Kennzeichen fiir die Ellipse und
die Hyperbel, Ist eine Kurve durch die beiden Brenn-
punkte F und G und eine Tangente ¢ gegeben(*, so
lafst sich ein Kennzeichen dafiir angeben, ob die Kurve
eine Ellipse oder Hyperbel ist. — Schneidet die Tangente
¢t (Fig. 92) die Hauptachse « in FA 42
B und die Nebenachse y in C, so
schneidet die Normale n ihres Be- &
rithrungspunktes P die Achsen t
und y in den homologen Punkten Sy
B, und C, der fokalen Involu-
tionen(#s), Die Polare des un- ——2
eigentlichen Punktes Z der Tangente o
BC geht durch den Beriihrungs-
punkt P®7%) und den Kurven-
mittelpunkt 00%); O P und O Z sind also zwei konjugierte
Durchmesser und die Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel(2°0,
je nachdem die konjugierte Strahleninvolution O (BC. P Z)
elliptisch oder hyperbolisch ist.

Wir nehmen nun an, die Tangente schneidet (wie in
der Figur) die Hauptachse in einem Punkte B von F" G®,
so dafs also 0O B> O F ist. Da OB.0 B, = 0 F? ist, so
ist OB, << OF, d h. B, liegt in OB oder, wenn wir den
uneigentlichen Punkt der Hauptachse X nennen, O B. B, X
ist ein elliptischer Wurf. Da die fokale Involution der
Nebenachse elliptisch ist(2), so ist, wenn ihr uneigentlicher
Punkt Y genannt wird, O Y. C C, ein elliptischer, O C. Y C,
also1%) ein hyperbolischer Wurf. Die Verbindungslinie B, C,
und die Verbindungslinie X Y, die uneigentliche Gerade,
bestimmen also in den Seiten O B und O C des Dreiecks

Fig. 92.



166 I. Der Kegelschnitt.

O BC einen elliptischen und einen hyperbolischen Wurf,
folglich®3™) ist der in B C ausgeschnittene Wurf BC.PZ
elliptisch, die Kurve also eine Ellipse:

1. Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, je
nachdem der Punkt, in dem eine beliebige Tangente
die Hauptachse schneidet, von dem Kurvenmittelpunkt
durch die Brennpunkte getrennt oder nicht getrennt
wird. —

Bemerkt mag noch werden, dafs als besonderer Fall
aus Nr. 109 folgt:

2. Die Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, je
nachdem der Punkt, in dem eine beliebige Tangente
die Hauptachse schneidet, von dem Kurvenmittelpunkt
durch die Scheitel getrennt oder nicht getrennt wird.

148 148.% Entfernungen eines Kurvenpunktes von
Brennpunkt und Richtlinie. Die in Nr. 145 gegebene
Konstruktion lehrt uns, zu der gegebenen Tangente s eine
zweite s, und mit Hiﬂfe der beiden Tangenten s und s, und
der zirkularen Strahleninvolution eines Brennpunktes die
tibrigen finden. Wir konnen daher jede Kurve erzeugen,

indem wir einen rechten Winkel sich

54 um seinen Scheitel F' drehen lassen
t?\‘\ und den Punkt, in dem s von dem
AN einen Schenkel geschnitten wird, ver-

NN binden mit dem Punkte, in dem s,
\\ \\ von dem andern Schenkel geschnitten

SN wird.

VAN Wir zeigen nun, dafs wir, aus-

B ,5;\ \Q/ il gehend von zwei beliebigen Geraden

T < s und s, und einem beliebigen Punkte
7;4__',\//__’{_‘ __ F, die Tangenten einer Kurve er-
<4 halten, wenn wir um F einen rechten
Fig- 93. Winkel sich drehen lassen. — Die
Schenkel des rechten Winkels bezeichnen wir durch p und ¢
(Fig. 93), die Schnittpunkte s (p) und s, (g) durch 4 und B,.
Wenn p sich um F' dreht, so ist

ARNPIIANGN B
die Verbindungslinie A B, = [ umhiillt also in der That
eine Kurve®®. Bezeichnen wir ferner die Schnittpunkte
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s(g) und s, (p) durch B und 4,, so ist, weil ¢ in p tillt,
wenn p in ¢ fillt, auch die Verbindungslinie /3.4, =/, eine
Tangente dieser Kurve. Bezeichnen wir noch die Schnitt-
punkte ss; und [/, durch 7" und 7} und ibre Verbindungs-
linie 7'T, durch f, so hilden die Tangenten ss, {/ ein
Vierseit, von dem 4 .1, BB, T T, die Gegenecken sind.
1. Da die Diagonallinien 4 A, =p und BB, —=¢
einander konjugiert sind®®), so ist die konjugierte In-
volution von F zirkular, /7 also ein Brennpunkt(4®;
seine Polare®3) f also die Richtlinie, und das von F
auf f gefillte Lot F'F, die Hauptachse4%); das in
F auf T F errichtete Lot schneidet s und s, in den
Kurvenpunkten 8 § und S,. —

Ist von einer Kurve ein Brennpunkt I, die zugeord-
nete Richtlinie f und eine Tangente s gegeben, die die Richt-
linje in T schneidet, so kennen wir die konjugierte Strahlen-
involution von I: Von dieser ist s ein Ordnungsstrah]®2:),
Jund T (F) sind zwei konjugierte Strahlen®?; die zweite
Tangente s, ist daher die von s durch / und F harmonisch
getrennte Gerade. Da wir aus ss, und F die Kurve zeich-
nen konnen, so haben wir:

2. Eine Kurve ist durch einen Brennpunkt, seine
Richtlinie und eine Tangente bestimmt. —

Da das Kurvenvierseit ss, {/, und das zugeordnete
Kurvenviereck S S, 1. L, das Diagonaldreieck p ¢ f gemein-
sam haben®, so geht S/ (Fig. 94) durch den Diagonalpunkt
qf=P®; es werden daher® S
und 7. und folglich auch #'(S) und VN
F (L) durch p und ¢ harmonisch
getrennt. Weil p senkrecht auf ¢
steht, so isté¢l) 7S F L =PS:PL.
Fillen wir nun von S und 7. die
Lote S R und L R, auf die Richt-
linie f, so ist nach einem Satze
der Proportionenlehre P.S: P L J =T
=SR: LR, folglich SF:SR &~
=LF:L R, Fig. 9.

3. Das Verhdiltnis aus den Entfernungen eines Kurven-

punktes von einem Brennpunkt uwnd der zugeordneten
Richtlinie st konstant.

Gk

~
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149.* Die von einem Brennpunkt auf die Kurven-
tangenten gefillten Lote. Wir erhalten*8) die Tangenten
unserer Kurve, indem wir zwei aufeinander senkrechte
Strahlen p und ¢ um F sich drehen lassen. Kommt p in die
Lage des Lotes C C, (Fig. 95) von s, so ist ¢ parallel s; daher
ist die durch C, parallel s gezogene Gerade eine Tangente
der Kurve; kommt p in die Lage des Lotes .D D, von s,,
so ist, wie sich in derselben Weise ergiebt, die durch D
parallel s, gezogene Gerade eine Tangente der Kurve. Die
beiden gezeichneten Tangenten bilden mit s und s, ein
Parallelogramm, d. h. ein Kurven-
vierseit, dessen eine Diagonallinie
die uneigentliche Gerade ist. Der
dieser gegeniiberliegende Diagonal-
punkt, d. 1.3 die Mitte O von D C,,
ist daher der Mittelpunkt der
Kurve®; durch ihn geht die Haupt-
achse, das von F auf die Richtlinie
/ gefillte Lot I F, (146,

Fig. 95. Wird D C, von T F und der
Richtlinie f in £ und E, geschnitten,
so sind, weil T'F von f durch s und s, harmonisch getrennt
wird®2), D C, . E E, vier harmonische Punkte, daher(w
OFE.OFE =0D* Aus dem Viereck 7'/ C, D, in dem
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, ergiebt
sich2) dafs 7' E senkrecht auf C, D steht; da die Haupt-
achse senkrecht auf f steht, so liegen F'F, [N [, in einem
Kreise, so dafls nach einem planimetrischen Satze ist O F'. O F,
= O0E.OE, =0D* Weil O der Fluchtpunkt und /" und
F, zwei homologe Punkte der konjugierten Involution der
Hauptachse sind, so ist O F. O F, = a*1%), also O ) = a,
wenn wir wieder durch ¢ die halbe Linge der Hauptachse
bezeichnen. Aus dem rechtwinkligen Dreieck C, D C ergiebt
sich noch O C — O D, mithin 0 C = a:

Die Fufspunkte der von einem Brennpunkt auf die
Tangenten gefillten Lote liegen im Haupthreise.

Zusatz. Sind Fund & (Fig. 96) die beiden Brennpunkte
und s eine beliebige Tangente, so miissen die Tangente und
die Normale ibres Berithrungspunktes /” die beiden Achsen
in homologen Punkten BB, und CC, der fokalen Involutionen
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schneiden 1) und die von den Brennstrahlen P F und P G
gebildeten Winkel halbieren 4%, Nehmen wir an, dafs
die Tangente (wie in der Figur)

die Hauptachse in einem Punkte L2 pide
von /" ® schneidet, dafls also (147) -
die Kurve eine Ellipse ist, so s

-

halbiert die Tangente den Neben- ~—3 7 B‘\ o
‘

winkel von GPF. Das von F
auf die Tangente s gefillte Lot
F I trifft also die Verlingerung .
der Seite P (& des Dreiecks PF G. g 96
Weil aus <« FPH=—=HPD folgt, dals PF—PD und
FH—=HD ist, so ergiebt sich:
PF L+ PG=GD=—2HO0=2a19;

1. Die Summe aus den Brennstrahlen eines Ellipsen-
punktes ist konstant uud zwar gleich der Linge der
Hauptachse.

Fiir eine Hyperbel ergiebt sich in derselben Weise:

2. Die Differenz aus den Brennstrahlen einesHyperbel-
punktes ist konstant und zwar gleich der Linge der
Hauptachse.

150.* Vierseit mit zwei rechtwinkligen Gegenecken. 15¢
In Nr. 148 haben wir die Aufgabe gelost: Aus zwei
Tangenten s und s, und der zirkularen Involution des Punktes
F' die Kurve zu zeichnen. Es bleibt noch der besondere
Fall zu erledigen, dafs dic Geraden s und s, aufeinander
senkrecht stehen. Da auch die
homologen Strahlen p und ¢ (Fig. 97)
der Involution /* aufeinander senk-
recht stchen, so bilden, wenn wir
die frithere Bezeichnung'*® bei-
behalten, A B A, B, die Ecken eines
Vierecks, von dem zwei Seiten auf
ihren Gegenseiten senkrecht stehen;
es ist daher®?) auch .4 B, = { senk-
recht auf A, 5—1[; es stehen also
je zwei Tangenten, die sich in einem
Punkte der Richtlinie schneiden, aufeinander senkrecht.

Kommt p bel seiner Drehung um F (vgl. 149) in die
Lage des von F' auf s gefillten Lotes, so wird zugleich p
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parallel s, und ¢ parallel s; die Tangente A B ist
daher, weil A, und B die uneigentlichen Punkte von s,
und s sind, die uneigentliche Gerade, unsere Kurve
also12% eine Parabel (vgl. 145 Z). — Um dies Ergebnis
in Worte kleiden zu konnen, wollen wir den Schnittpunkt
zweier Seiten eines Vierseits, die aufeinander senkrecht
stehen, eine rechtwinklige Fcke des Vierseits nennen und
entsprechend einen Diagonalpunkt, in dem sich zwei auf-
einander senkrecht stehende Diagonallinien schneiden, einen
rechtwinkligen Diagonalpunkt :

Ein Vierseit mit zwei rechtwinkligen Gegenecken
hat einen rechtwinkligen Diagonalpunkt. Von der durch
die Seiten eines solchen Vierseits besttmmiten Parabel(32%)
ist der rechtwinklige Diagonalpunkt der Brennpunkt und
die Verbindungslinie der rechtwinkligen Gregenecken die
Richtlinze,

A Anmerkung. Man kann diesem Satze eine andere I'orm
geben, wenn man von dem Dreieck 4 4, B (Fig. 97) aus-
geht, in welchem die beiden Seiten 8.4 und B A, und ihre
Hohen unsere Tangenten ss, [/, sind: Zwei Seiten eines
Dreiecks und ihre Hohen bestimmen eine Parabel, von
welcher der Fulspunkt der dritten Hohe der Brennpunkt ist,
wihrend die Fulspunkte der beiden ersten Hohen in der
Richtlinie liegen.

151 151.% Parabelsidtze. Da tiir eine Parabel die uneigent-
liche Gerade eine Tangente ist(%%), so folgt aus Nr. 148,:
1. Eine Parabel ist durch einen Brennpunkt und

seine Richtlinie bestimmt.

Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Richtlinie /' und
der uneigentlichen Gerade o durch Y, so ist die zweite
durch Y gehende Tangente (vgl. 148,) der von o durch F
und f harmonisch getrennte Strahl ¢ des Punktes Y, den
wir z. B. dadurch erhalten®?), dafls wir durch die Mitte 4
des von F' auf j gefiillten Lotes F' F, die Parallele zu f
ziehen. Da Y der Pol von F I, ist(), so schneiden die
Ordnungsstrahlen der konjugierten Involution Y? die Gerade
F F, in zwei Kurvenpunkten® 4 und 4,, die zugleich die
Seheitel 1430 gind, weil F'F, die Hauptachse ist%J). Der
Strahl ¢ ist also die Tangente in dem Scheitel 4 der Parabel;
der zweite Scheitel A, ist, als Punkt von o, der uneigent-
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liche Punkt der Hauptachse, seine Tangente die uneigent-
liche Gerade.

Aus der in Nr. 148, gezeigten Konstruktion einer Kurve
wird also fiir die Parabel, wenn wir s und s, in ¢ und o
fallen lassen, die folgende:

2. Die Tangenten einer durch den Brennpunkt und
die (eigentliche) Scheiteltangente gegebenen Parabel
sind die Lote, die man auf den Brennstrahlen in ihren
Schnittpunkten mit der Scheiteltangente errichtet.

Der uneigentliche Scheitel A, ist der Pol®" %) yon o,
also der Mittelpunkt(14) der Parabel. Da ferner der Mittel-
punkt und der uneigentliche Punkt der Hauptachse homologe
Punkte der fokalen Involution sind(4) und diese beiden
Punkte zusammenfallen, so ist 4, ein Ordnungspunkt der
fokalen Involution, d. h.(4%) ein Brennpunkt:

3. Fiir eine Parabel fallen der Mittelpunkt, ein
Brennpunkt und ein Scheitel in den uneigentlichen
Punkt der Hauptachse.

Schneidet die Tangente des Parabelpunktes P die Achse
in @, so ist die Polare von ¢, das von P auf die Haupt-
achse gefillte Lot P Q®0; @, und Q sind also zwei kon-
jugierte Punkte der Hauptachse; da die konjugierte Involution
der Hauptachse durch die beiden Scheitel als Ordnungs-
punkte bestimmt ist, so ist 4 die Mitte der (Subtangente
genannten) Strecke @ Q) :

4. Jede Subtangente einer Parabel wird durch den

Scheitel halbiert.

Da Tangente und Normale die Hauptachse in homologen
Punkten @, und N der fokalen Involution schneiden'4!s, so
wird, weil der eine Brennpunkt der Parabel ein uneigent-
licher Punkt ist, die Strecke @, NV in F halbiert, folglich
Q, F=1Q, N; vorher fanden wir Q A=14Q, Q, also
durch Subtraktion: .l F—= | Q N. Die Strecke (N, die
Subnormale genannt wird, hat also den konstanten Wert
2AF. Die Grofse 2 A F heilst der halbe Parameter der
Parabel, so dals wir haben:

5. Die Subnormale einer Parabel ist gleich dem

halben Parameter.
Da der (eigentliche) Scheitel A die Mitte von /' F) ist,
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also von F und f gleiche Entfernungen hat, so folgt aus
Nr. 148, :
6. Jeder Parabelpunkt hat von dem (eigentlichen)
Brennpunkt und der (eigentlichen) Richtlinie gleiche
Entfernungen.

152% Der Hauptkreis der Parabel. Verbinden wir
zwei Punkte .1 und A, mit den homologen Punkten £ und
E, der zirkularen Punktinvolution, so liegen die Schnitt-
punkte der Strahlen 4 (F) und 4, (X)) in einem Kreise mit
dem Durchmesser A A,0% w131 Fillt der Punkt A, in die
uneigentliche Gerade, so ist der Strahl A4, (E,), so lange E,
nicht in 4, fillt, die uneigentliche Gerade; fillt aber 7 in
den dem Punkte A, homologen Punkt der zirkularen In-
volution, E, also in 4,, so ist jeder Strahl von 4, als
Verbindungslinie A, (%)) zu betrachten, mithin jeder Punkt
von 4 () als Schnittpunkt homologer Strahlen:

1. Fillt der Punkt 4, in die uneigentliche Gerade,
so zerfillt der Kreis, der 4 A, zum Durchmesser hat,
in die uneigentliche Gerade und das in A auf A 4,
errichtete Lot.

Aus dieser Bemerkung ergiebt sich(#ls):

2. Fiir eine Parabel zerfillt der Hauptkreis('+ in
die uneigentliche Gerade und die Scheiteltangente.

Nun wissen wirt#), dafs die Fulspunkte der vom Brenn-
punkte auf die Tangente gefillten Lote im Hauptkreise
liegen; fiir die Parabel miissen sie also in der uneigentlichen
Gerade und in der Scheiteltangente liegen. Fillen wir aber
von einem eigentlichen Punkte auf eine eigentliche Gerade
das Lot, so kann der Fufspunkt kein uneigentlicher Punkt
sein, weil Tangente und Lot die uneigentliche Gerade in zwei
homologen Punkten der zirkularen Iuvolution schneiden('!
und von dieser elliptischen(!'%) Involution nicht zwei Punkte
zrusammenfallen. Jede eigentliche Gerade ist aber ein Lot
der uneigentlichen Gerade(!'%). Die Fufspunkte der vom
Brennpunkt auf die eigentlichen Parabeltangenten gefiillten
Lote liegen daher in der Scheiteltangente und die Fufspunkte
der vom Brennpunkt auf die uneigentliche Gerade gefiliten
Lote in der uneigentlichen Gerade :

3. Die Fufspunkte der vom Brennpunkt auf die
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(eigentlichen) Parabeltangenten gefillten Lote liegen
in der Scheiteltangente.

Anmerkung. Wir haben gezeigt, dals der letzte Satz A

aus einem allgemeinen als besonderer Fall abgeleitet werden
kann. Kiirzer wiire es gewesen, ihn direkt aus der Parabel-
konstruktion(®®) abzuleiten: er ergiebt sich daraus, dafs s
und s, die von T(F) und f gebildeten Winkel (Fig. 97)
halbieren.

153.* Krlimmungskreis. Die Steinersche Parabel(4%s)
lieferte uns die fokalen Involutionen; diese zeigten uns ein
ganz neues Bild der Kurve, indem sie uns zu den Brenn-
punkten und Richtlinien fiihrten und den Zusammenhang
zwischen der Kurve und ihrem Hauptkreise aufdeckten.
Die fokalen Involutionen sind aber nicht die einzige Er-
weiterung unserer Kenntnisse, die wir dieser Entdeckung
Steiners verdanken; die Steinersche Parabel fiithrt uns auch
noch zu dem Begriff des Kriimmungskreises.

Wir haben gefunden4s, dafs dem parabolischen
Biischel, welches einem Kurvenpunkte zungeordnet ist, Tan-
gente und Normale dieses Kurvenpunktes als Strahlen an-
gehoren. Diese Strahlen, die wir durch ¢ und = bezeichnen
wollen, beriihren die Steinersche Parabel in zwei Punkten
N und K, deren Bedeutung fiir die Kurve wir aufsuchen
wollen.

Da die Polare eines Kurvenpunktes S seine Tangente
ist®6 %) g0 wissen wir(14%) dafs die den Strahlen a von S
konjugierten Lote o, die Geraden sind, welche die homologen
Punkte 4, und A, der in ¢ und o liegenden projektiven
Punktreihen verbinden. Dem Schnittpunkt o(f) ist in der
zirkularen Punktinvolution, weil ¢ senkrecht auf » steht, der
Punkt o(n) homolog. Fillt daher ¢ in », d. h. A in o(n)
und A, in o(¢), so fallt 4, der Pol des in die Normale
fallenden Strahles ¢, in den Punkt von ¢, welcher dem
Schnittpunkt o ¢ der beiden Triger in der Punktreihe von ¢
homolog ist, d. 1.49 in den Punkt N, in dem ¢ die Steiner-
sche Parabel beriihrt:

1. Jede Kurventangente beriihrt die ihrem Beriihrungs-
punkte zugeordnete Steinersche Parabel im Pol der
Normale. —

—
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Die Bedcutung des Punktes K, in dem die Normale =
die Steinersche Parabel beriihrt, finden wir durch eine Be-
weisart, von der wir bisher noch keinen Gebrauch gemacht
haben, die aber sonst vielfach, auch in der Geometrie der
Lage, benutzt wird: die Betrachtung des Schnittpunktes
zweier unendlich nahen Geraden (der dual gegeniibersteht
die Betrachtung der Verbindungslinie zweier unendlich nahen
Punkte).

Ist S ein Punkt einer Kurve k2 S, ein zweiter und I'
der Schnittpunkt der Tangenten in S und S;, so ergiebt
sich, wenn wir fiir den Punkt 7" die Steinersche Parabel
zeichnen, dafs zu ihren Strahlen auch die Normalen in S
und S, gehoren; denn dem Strahl 7'(S) entspricht als kon-
jugiertes Lot die Normale in S und ebenso dem Strahle
T(S,) die Normale in §,. Lassen wir den Punkt S sich
dem Punkte S, unbegrenzt niihern, so dafs 7'(S) und 7°(S,)
zwei auf einander folgende Strahlen des geraden Biischels
T werden, so werden die beiden Normalen zwei auf einander
folgende Parabeltangenten; ihr Schnittpunkt fillt also, wenn
S, (mithin auch 7) in S fillt, in den Punkt, in dem die
Normale in S die zu S gehorende Steinersche Parabel be-
rithrt. —

Der Schnittpunkt K zweier unendlich nahen Normalen
hat fiir das Zeichnen einer Kurve grofse Bedeutung. Ziehen
wir ndmlich um K mit dem Halbmesser K S einen Kreis,
so hat dieser mit der Kurve in zwei unendlich nahen
Punkten die Tangenten gemeinsam; er nihert sich also der
Kurve in der Nihe des Punktes S mehr als irgend ein
anderer Kreis. Einen solchen Kreis nennt man Krimmungs-
kreis und seinen Mittelpunkt Krimmungsmittelpunkt:

2. Die einem Kurvenpunkte zugeordnete Steinersche
Parabel berihrt die Normale des Kurvenpunktes im
Kriimmungsmitielpunkt.

Fir einen Punkt der Achse zerfillt die Steinersche
Parabel in zwei gerade Strahlenbiischel(4%); der Mittelpunkt
des einen ist der dem Punkte in der fokalen Involution
homologe. Daraus ergieht sich:

3. Der einem Scheitel der Kurve zugeordnete
Kritmmungsmittelpunkt ist der dem Scheitel in der
fokalen Involution homologe Punkt.
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4. Konstruktion des Krimmungsmittelpunktes. Sind uns
von einer Kurve die Achsen und fiir den Kurvenpunkt S
(Fig. 98) die Tangente ¢ und die Normale n bekannt, so
kionnen wir die dem Punkte S zugeordnete

Steinersche Parabel 1412 uynd damit den 40
Kriimmungskreis zeichnen. Werden nim- 24
lich die Achsen von ¢ in B und C, von -

n in B, und C, geschnitten, so ist der ,//% o

Schnittpunkt F' von B C, und B, C der 3 =
Brennpunkt der Steinerschen Parabel —\«/
und S ein Punkt der Richtlinie®®; das

in F" auf S F' errichtete Lot schneidet c,
daher die Normale » in dem Kriimmungs-
mittelpunkte K146,

5. Dieser Konstruktion soil noch eine Bemerkung an-
gefiigt werden, von der wir spiter(sD Gebrauch zu machen
haben. Weil (Fig. 98) als Peripheriewinkel « SF'C=SC,C
und CF'O=CBO ist, so ist = SF O=1R, wenn
<80 C=CBO=}R ist. Der Kriimmungsmittelpunkt
K liegt daher in der Verbindungslinie 'O, wenn die Tan-
gente mit den beiden Achsen gleiche Winkel bildet.

Fig. 98.

154.*% Erste Kurvenkonstruktion durch Kriimmungs-
kreise. Das Ergebnis der vorigen Nummer setzt uns in
den Stand, eine bessere Zeichnung einer Kurve zu geben,
als es uns bis jetst moglich war. Unser bisheriges Ver-
fabren bestand darin, dafls wir eine Anzahl von Punkten
konstruierten und dann die fehlenden durch Schitzung ein-
fiigten. Dies Eintragen der fehlenden Punkte nun lifst sich
mit Hiilfe der Kriimmungskreise genauer ausfithren, als es
durch blofses Schiitzen moglich ist.

Gehen wir von der Aufgabe aus: Durch fiinf Punkte
eine Kurve zu legen, so ist der Gang der Lisung folgender.
— Wir zeichnen“® 2 den Schuittpunkt der Tangenten in zwei
Kurvenpunkten, konstruieren'$ ) den Mittelpunkt und dann®1®
die Achsen der Kurve; mit Hiilfe der Achsen und der Tan-
gente und Normale eines Kurvenpunktes S lifst sich dann
der Kriimmungskreis fiir S zeichnen®). — Statt diese
Konstruktionen, die sich an eimer Figur doch nicht iiber-
sichtlich wiirden darstellen lassen, hier noch einmal im
einzelnen durchzufiihren, wollen wir von solchen gegebenen

154
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Stiicken ausgehen, die uns die Achsen unmittelbar ergeben.
Wir losen noch einmal® die
Aufgabe: Eine Kurve aus den beiden Brennpunkten
und einer Tangente zu zeichnen.

Schneidet die gegebene Tangente ¢ (Fig. 99) die Haupt-
achse in B, so erhalten wir die Normale » ihres Berithrungs-
punktes S0419) indem wir auf ¢ das Lot » fillen aus dem
Punkte B,, der von B durch die Brennpunkte /" und G
harmonisch getrennt ist.
Wird das Mittellot von
I, die Nebenachse(1420),
von ¢ in C und von =z in
C, geschnitten, so ist(%%
der Schnittpunkt F” von

/‘\( BC, und B, C der Brenn-
/

.

B A Fy

R
7

Fig. 99.

punkt der dem Punkt S

zugeordneten  Steiner-

e schen Parabel und der

Punkt K in dem das in

I’ auf S F' errichtete
Lot die Normale schneidet, der Kriimmungsmittelpunkt. —
Fillen wir von dem Brennpunkt /' auf die Tangente ¢ das
(in der Figur nicht gezeichnete) Lot FH, so ist der um die
Mitte O von F G mit O H geschlagene Kreis der Haupt-
kreis(4), durch den wir die Scheitel 4 und A4, der Haupt-
achse erhalten. Zeichnen wir noch den von A4 durch F
und G' harmonisch getrennten Punkt A’, so ist dies der dem
Scheitel 4 zugeordnete Kriimmungsmittelpunkt(5ss),

A Anmerkung. Die Figur ist allein mit Hiilfe der beiden
Kriimmungskreise um K und A’ gezeichnet. — Es ist vor-
teilhaft den Kreis tiber dem Durchmesser C C; zu zeichnen;
er geht durch S und durch F42) und kann (siehe Fig. 99)
zur Konstruktion des Krimmungsmittelpunktes A’ benutzt
werden(®%:),

155 155.% Kriimmungskreise der Parabel. Die vorher-
gehende® Konstruktion wird besonders einfach, wenn der
eine Brennpunkt ein uneigentlicher Punkt, also(4% die Kurve
eine Parabel ist. Fiir eine Parabel ist der Mittelpunkt O
ein uneigentlicher Punkt(%%), die Nebenachse also die un-
eigentliche Gerade. Die Punkte € und C, sind daher die
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uneigentlichen Punkte von ¢ und », und B C, ist parallel
n und B, C parallel ¢; SB F'B, sind also die Ecken eines
Rechtecks, so dals F' die Mitte von
S F’ ist. Daraus ergiebt sich die
folgende

Konstruktion der Parabel: Schnei-
det diegegebeneTangente die Haupt-
achse in B (Fig. 100), so schlagen
wir um den Brennpunkt F mit
F' B einen Kreis, der die Tangente
in §, die Hauptachse in B, und
die Verbindungslinie #§ in F'
zam zweiten Male schneidet; das
in /" auf F'S errichtete Lot trifft
die Normale S B, im Kriimmungs- Fig. 100.
mittelpunkt K.

156.# Zweite Kurvenkonstruktion durch Kriim- 1
mungskreise. In Nr. 148 sahen wir, wie sich aus zwei
Tangenten s und s, und dem Brennpunkte F eine Kurve
zeichnen Jafst. Indem wir jetzt von dem besondern Falle
ausgehen, dafs der Schnittpunkt 7' der Tangenten s und s,
ein uneigentlicher Punkt ist, geben wir eine zweite Kurven-
konstruktion durch Krtimmungskreise. Das in F' auf T'F
errichtete Lot, welches die Tangenten in zwei Kurvenpunkten
schneidet@6), steht in diesem Fall auch senkrecht auf der
(durch 7' gehenden) Richtlinie und ist daher4s) die Haupt-
achse. Die parallelen Tangenten liefern uns also die
Scheitel A und 4, der Kurve. Umgekehrt kinnen wir auch
s und s, als bestimmt ansehen durch die Scheitel 4 und
A, und unsere Aufgabe demnach so fassen:

Eine Kurve zu zeichnen, von der die beiden (Haupt-(143:))
Scheitel und ein Punkt ihrer Verbindungslinie als Brenn-
punkt gegeben sind.

Ist I, der dem Brennpunkt F' in der konjugierten In-
volution der Hauptachse homologe Punkt, so gehen durch
iln zwei Tangenten, die von dem im Brennpunkt I’ auf
der Hauptachse errichteten Lot in zwei Kurvenpunkten(46)
geschnitten werden. Auf diese Bemerkung und die weitere,
dafs die Fulspunkte der vom Brennpunkte auf die Tangenten
gefiillten Lote im Hauptkreis liegen149), stiitzt sich die folgende

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 12
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Konstruktion: Wir zeichnen den Hauptkreis der durch
die Scheitel 4 4, und den Brennpunkt F (Fig. 101) ge-
gebenen Kurve und bezeichnen die Punkte, in denen er das
Mittellot von 4 4,, die Nebenachse, schuneidet, durch € und
C,. Den Bremnpunkt F' projizieren wir aus C, auf den
Hauptkreis und verbinden den erhaltenen Punkt D mit C.
Diese Verbindungslinie C D ist, weil sie durch den dem
Brennpunkt F konjugierten Punkt F, geht(®8: vd 143) gpd
senkrecht auf F' D steht, eine Tangente der Kurve™9, die
von dem im Brennpunkt F auf der Hauptachse errichteten
Lot in ihrem Bertihrungspunkte S geschnitten wird. Tan-
gente und Normale von S liefern uns den zugeordneten

>

A,
£
B
671
Fig. 101.
Kriimmungskreis*33%). — Zu bemerken ist noch: Die Nor-

male in S schneidet die Nebenachse in einem Punkte E, der
dem Punkte C in der fokalen Involution der Nebenachse
bomolog ist(41%), Das von E auf 4 C gefillte Lot schneidet
daher die Hauptachse in dem Punkte A’, der dem Scheitel A
in der fokalen Involution homolog ist; daraus folgt, weil
0A= 0 C ist, dals auch O A’ = O E ist. Man erhilt also
den Kriimmungsmittelpunkt des Scheitels, indem man O A’
= O E macht. — Liegt F auf 4 4,, F, also®% auf 4" A4,,
so ist die Kurve eine Ellipse(#’ und das im Brennpunkt
auf der Hauptachse errichtete Lot schneidet auch den Haupt-
kreis(¥, Nennen wir den einen Schnittpunkt S, so ist nach
dem Pythagoras F.§'?=—=a?—¢? also gleich 5204; wir
kennen mithin auch die Punkte B und B,, in denen die
Nebenachse die Kurve schneidet.
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Anmerkung. Da die im Text erwihnten Kriimmungs-
kreise zur Zeichnung der Figur 101 nicht ausreichen, so
mtifste eigentlich zwischen 4 und S noeh ein Kurvenpunkt
eingeschaltet und auch fir diesen der Kriimmungskreis ge-
zeichnet werden. Infolge der Fehler aber, die beim Zeichnen
unvermeidlich sind, erhilt man eine ebenso gute Figur, wenn
man den letzten Kriimmungskreis durch Schitzung eintrégt.

157.% Zweite** Konstruktion der Ellipse aus
ihren beiden Achsen. Die letzte Bemerkung der vorigen
Nummer zeigte, dafs wir ans A A, und F die Linge O B
der Nebenachse zeichnen konnten, wenn F anf A 4, liegt,
die Kurve also eine Ellipse ist. Umgekehrt ergiebt sich,
dafs uns eine Kurve durch 4 A, und B gegeben ist. Da
sich in diesem Falle eine besonders einfache Konstruktion
fir einzelne Kriimmungskreise ergiebt, so mag hier noch
folgen die Liosung der

Aufgabe: Eine Ellipse aus thren beiden Achsen zu
zeichnen,

Schneiden sich die Lote, welche wir in A (Fig. 102)
auf der Hauptachse und in B auf der Nebenachse errichten,
in D, so ist D, als Schnittpunkt der Tangenten in A und
B, der Pol von 4 B%7%); das von D auf A B gefillte Lot
ist daher das der Gerade 4B konjugierte und schneidet
mithin(#10 die Achsen in zwei Punkten A’ und B’, die den
Scheiteln 4 und B in den fokalen Involutionen homolog
sind, d. 1.(5%) in den den Scheiteln zugeordneten Kriimmungs-
mittelpunkten. — Bezeichnen wir den Fulspunkt des von .D
auf A B gefillten Lotes durch £, so ergiebt sich, wenn wir
0 A=—q und OB =2> setzen, nach einem planimetrischen
Satze aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 B D:

PA=10:Va®F b und PB=a*:Va® b
Machen wir O Q= P B und errichten in @ auf der Haupt-
achse das Lot, so ist die Potenz der konjugierten Involution
dieses Lotes fir den Hauptkreis(3%) a?62:a*-} 5% Folg-
lich(430 finden wir die Potenz y® der der Kurve konjugierten
Involution dieses Lotes aus

a?b?
y?: L =b%:a?
es ist also y =1 4. Wir erhalten demnach einen Kurven-
12

A
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punkt S, wenn wir P B und P A als Abszisse und Ordinate
benutzen, d. h. 9 S=2P A auf dem in Q errichteten Lote
abtragen. — Nennen wir noch den nicht gezeichneten Schnitt-
punkt dieses Lotes mit dem Hauptkreis &', so wissen wir(143),
dafs die Tangente des Ellipsenpunktes S die Hauptachse in
demselben Punkte (), schneidet, wie die Tangente des Kreis-
punktes §'. Es ist also Q Q, = Q 8'%: 0 Q, folglich Q Q,
= Q S= P A. Die Normale des Kurvenpunktes S schneidet
also die Hauptachse in einem Punkte N, so dals NQ—= QS
= PA ist. — Konstruieren wir(%) aus Tangente und
Normale und den beiden Achsen den Brennpunkt F’ der
Steinerschen Parabel, so liegt(15%), weil < S F’ O ein Rechter
ist, der Kriitmmungsmittelpunkt K in F” 0. Da noch £ S 0 Q
= QO F' istM2) g0 schneidet O F" das Lot QS in einem
Punkte S, so, dafs  die Mitte von S.S; ist. — Aus diesen
Bemerkungen ergiebt sich die folgende

D

U

B
Fig. 102.

Konstruktion: Wir errrichten in dem Scheitel 4 (Fig. 102)
der Hauptachse und in dem Scheitel B der Nebenachse die
Lote und tillen von ihrem Schnittpunkte D das Lot auf
A B, welches A B in P und die Achsen in A’ und B’, den
zu A und B gehorigen Kriimmungsmittelpunkten, schneidet.
Wir machen O Q = P B und schlagen um Q mit PA einen
Kreis, der die Hauptachse in NV und das in Q auf der
Hauptachse errichtete Lot in den Kurvenpunkten S und S,
schneidet; die Verbindungslinie S IV schneidet dann OS, in
dem dem Punkte S zugeordneten Kriimmungsmittelpunkte K.




Zweiter Teil.

Das Polarfeld.

§ 13. Die resultierende Involution.

158. Art der Beweisfiihrung. Durch den Satz®9, dafs 1ss
die Punkte einer Kurve aus zwei beliebigen unter ihnen
durch zwei projektive Strahlenbiischel projiziert werden,
kamen wir zum Begriff projektiver krummer Punktreihen(",
Indem wir zwei in derselben Kurve liegende projektive
Punktreihen betrachteten, in denen zwei Punkte einander
zweifach entsprechen, kamen wir zum Begriff der krummen
Punkt- und Strahleninvolution™®, durch diese zum Begriff
der Involutionsachse™ und des Involutionszentrums(?, darch
diese zu den Begriffen Pol und Polare®®, durch diese zum
Begriff der konjugierten Punkte®». Jetzt wollen wir, in
umgekehrter Richtung uns bewegend, von dem Begriff der
konjugierten Punkte ausgehen und mit Hilfe der Polaren-
theorie Sitze tiber Involutionen und Projektivitiiten beweisen.

Da es sich demnach um eine Anwendung der Sitze iiber
Pol und. Polare handelt, so werden wir im folgenden keine
neuen Beweismittel kennen lernen. Dadurch aber, dals wir
die so gewonnenen Sitze von dem Begriff der konjugierten
Punkte loslosen konnen, gelangen wir zu Involutions- und
Projektivititssitzen von grofser Fruchtbarkeit; sie erst er-
mdglichen, die Geometrie der Lage tn allgemein giltigen Sdiizen
darzustellen.

Anmerkung. Die folgenden Sitze (sowie solche des § 14 a
und des § 18) hat Herr H. Wiener in seiner Abhandlung:
Rein  geometrische Theorie der Darstellung  bindrer Formen
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durch Punktgruppen auf der Geraden, Darmstadt 1885, ohne
Hiilfe der Polarentheorie bewiesen.

159 159. Resultierende Involution.

1. Dejinition: Von zwei kruinmen Punktinvolutionen,
die in derselben Kurve legen, heifst die eine eine resul-
tierende der andern, wenn die Zentren konjugierte Punkte
sind. —

Um eine kurze Aunsdrucksweise zu ermdglichen, bezeich-

nen wir im folgenden eine krumme Punktinvolution, deren
Zentrum der Punkt P ist®?, durch [P].

2. Sind B und B, irgend zwei homologe Punkte

einer krummen Involution [Q] und BB und B, B, zwei

Paar homologe Punkte der resultierenden Involution [7],

so sind B und B, wieder zwei homologe Punkte von [Q].

Beweis: Die vier Punkte BB B, B, bilden ein Kurven-

viereck, von dem zwei Seiten BB und B,B, nach der

Voraussetzung durch das Zentrum 2# der Involution [P]

gehen, wihrend die dritte Seite 5 B, durch den dem

Punkte £ konjugierten Punkt Q geht; es geht daher®w

die Gegenseite BB, dieser dritten Seite ebenfalls durch Q;

B und B, sind also zwei homologe Punkte der krummen
Involution [Q]®2.

160 160. Ubertragung auf beliebige Involutionen. Um
diesen Satz 1% auf beliebige Involutionen zu iibertragen,
miissen wir die Definition der resultierenden Involution von
dem Begriff der konjugierten Punkte loslosen. Das erreichen
wir durch die fir zwei beliebige in demselben Triger
liegende Involutionen P und Q? giiltige

1. Definition: Von zwei Involutionen P? und Q2 heifst
die eine eine resultierende der andern, wenn zwei homologen

Llementen von Q% in P? zwer Elemente homolog sind, die

etnander wieder in Q% homolog sind.

In Zeichen: Wenn 22—=AA. A A und Q*=A A4, . AA,
ist, so heifst von den beiden Involutionen P?* und Q2 die
eine eine resultierende der andern. —

2. Lehrsatz: Sind B und B, zwei beliebige homo-

loge Elemente der Involution Q* und BB und B, B,

zwei Paar homologe Elemente einer resultierenden In-

volution /2, so sind B und B, einander homolog in Q2
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In Zeichen: Aus P?*—=AA.A A .BB.B B, und
Q*=A44,.AA, . BB, folgt, dals B und B, einander
homolog sind in Q2

Beweis: Wir zeigen die Richtigkeit des Satzes zunichst
fiir krumme Punktinvolutionen. — Betrachten wir das Kurven-
viereck A A, AA, (Fig. 103), so ist, weil ? = A A. A A, ist,
der Schnittpunkt P der Gegenseiten A A und 4, A, das
Zentrum der Involution P? und, weil Q*=A4 4, . AA, ist,
der Schnittpunkt ¢ der Gegenseiten A .4, und AA, das
Zentrum der Involution @2 P und Q sind aber als Diagonal-
punkte eines Kurvenvierecks

konjugierte Punkte °%);
daher@% sind B und B, ein-
ander homolog in (%

Um die Richtigkeit unsers
Satzes z. B. fiir zwei gerade
Strahleninvolutionen mit dem
Mittelpunkte S darzuthun, legen
wir durch S eine beliebige
Kurve &% Diese wird von den
beiden in S gegebenen In-
volutionen in zwei krummen
Involutionen geschnitten. Da fiir diese krummen Involutionen
der Satz bewiesen ist, gilt er auch fiir die in S gegebenen
geraden Strahleninvolutionen.

Anmerkung. Von jetzt an werden wir unsere Sifze a
nur fiir krumme Punktinvolutionen beweisen und sie dann
gleich als giiltig fiir alle Involutionen aussprechen.

161. Ordnungselemente. Da einem Punkte P jeder ie1
Punkt @ seiner Polare p konjugiert ist, so giebt es zu
einer Involution [#] unendlich viele resultierende [Q] Ist
P ein hyperbolischer Punkt, gehen also1%) durch P zwei
Tangenten, die die Kurve in K und K, beriihren, so sind
K und K, die Ordnungspunkte der krummen Involution [ /] ®2 %)
und K K, ist die Polare von P®¢Z), Das Zentrum Q jeder
resultierenden Involution liegt daber, weil Q und P kon-
jugierte Punkte sind, mit K und K, in einer Gerade; K und
K, sind also homologe Punkte von [Q]:

1. Die Ordnungselemente einer Involution sind einander
homolog n jeder resultierenden Involution.

Tig. 103.
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Ist auch @ ein hyperbolischer Punkt, so:dafls von ihm
die beiden Tangenten Q (L L,) an die Kurve gehen, so
bilden, weil K K, durch @ geht, die Ordnungselemente
KK, .LL, einen harmonischen Wurf@%):

2. Die Ordnungselemente einer Involution werden durch
die Ordnungselemente jeder resultierenden Involution har-
monisch getrennt.

Ist [P] eine elliptische Involution, P also(% ein ellip-
tischer Punkt, so ist jeder Punkt @ der Polare p ein hyper-
bolischer Punkt@):

3. Hat eine Involution keine Ordnungselemente, so hat
jede resultierende Involution Ordmungselemente.

162 162. Konstruktion der resultierenden Involution.
Sind Q und 2 zwei beliebige Punkte, also [(] und [R]
zwei beliebige Involutionen, so giebt es immer eine In-
volution [P], die eine resultierende sowohl von [¢] als von
[R] ist. Es ist das die Involution, deren Zentrum P der
Pol der Verbindungslinie Q R ist. — Es geniigt aber nicht
zu wissen, dafs es zu zwei Involutionen immer eine gemein-
same resultierende giebt; wir miissen auch die resultierende
aus den beiden komponierenden zeichnen konnen.. Dazu
miissen wir die eben angestellte Betrachtung, durch welche
sich P als der Pol von Q R ergab, von dem Begriffe Pol
und Polare loslisen.

1. Aufgabe: Zu zwel Involutionen die gemeinsame
resultierende zu zeichnen.

Losung: Entspricht dem beliebigen Elemente 4 in der
ersten gegebenen Involution Q* das Element A4, und diesem
in der zweiten gegebenen Involution R* das Element 4,,;
entspricht ferner dem Element 4 in R? das Element 4,
und diesem in Q? das Element A,,, so ordnen wir dem
Elemente A das von A durch 4, und A,, harmonisch ge-
trennte Element A zu.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafs die durch unsere
Konstruktion einander zugeordneten Elemente 4 und A eine
Tnvolution bilden und dals diese Involution eine resultierende
sowohl der Involution Q2 wie der Involution R? ist. —
Diesen Nachweis fithren wir wieder 1% fiir zwei krumme
Involutionen [Q] und [R]. Da nach der Konstruktion
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AA . A, A, (Fig. 104) Punktpaare von [Q] sind, so
schneiden sich die Verbindungslinien 4 4, und 4, 4,, in
Q; ebenso schneiden sich 4 4, und 4, 4,, in B. Aus dem

.
Sehema A4 A4, 4, /'121 4, A geht dann hervor ®%, dafs die
Tangente in A die Gerade QR in demselben Punkte S
schneidet wie die Verbindungslinie A,, 4,,. Der Punkt S
bestimmt also in der Kurve eine hyperbolische Involution,
von der 4 ein Ordnungspunkt und 4, 4,, zwei homologe
Punkte sind. Der zweite Ordnungspunkt dieser krummen
Involution [S] ist der von A
durch 4,, und 4,, harmo-
nisch getrennte Punkt(),
Das ist nach unserer Kon-
struktion der Punkt A. Die
Verbindungslinie 4 A ist da-
her die Polare von (6 2),
und diese geht, weil S in
Q R liegt, durch den Pol ¢ s
P von QR. Das durch ¢ £
unsere Konstruktion gewon- b
nene Punktpaar A A ist mithin ein Punktpaar der krummen
Involution [P], und diese ist, weil £ der Pol von QR ist,
eine resultierende sowohl von der Involution [Q] wie von
der Involution [R](1%%).

Zusatz. Um die Involutionen Q2 und B> kurz bezeichnen
7u konnen, wollen wir sie komponierende der Involution 22
nennen.

163. Ordnungselemente der resultierenden Invo-
lution. Wenn eine der beiden komponierenden (22 In-
volutionen elliptisch ist, so ist die resultierende 7* hyper-
bolisch(8's). Es bleibt also noch die Frage nach den Ordnungs-
elementen der resultierenden Involution zu erledigen fiir den
Fall, dafs beide komponierende hyperbolisch sind. — Sind
Q und R die Zentren der beiden komponierenden krummen
Involutionen, so handelt es sich, weil das Zentrum der
resultierenden Involution der Pol P von QR ist, darum,
zu wissen, unter welchen Umstéinden die Verbindungslinie
Q R die Kurve schneidet. Diese Frage ist in Nr. 108 er-
ledigt. Aus dieser Nummer ergiebt sich, dals Q R die
Kurve nicht schneidet, also P ein elliptischer Punkt ist(10%),

—

63
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wenn die Ordnungselemente von [Q] und [R] einander

trennen; trennen sie sich nicht, so ist / ein hyperbolischer
Punkt.

Lehrsatz: Die resultierende Involution hat nur dann

keine Ordnungselemente, wenn die beiden komponieren-

den Ordnungselemente haben und diese einander trennen.

164 164. Staudtscher Satz. Wir unterbrechen in dieser
Nummer die Betrachtung der resultierenden Involution, um
den Satz zu beweisen, auf dem v. Staudt® die projektive
Verwandtschaft aufgebaut hat. — Wir wissen¢'2, dafls die
Ordnungselemente einer Involution durch die Ordnungs-
elemente jeder resultierenden Involution harmonisch getrennt
werden. Bezeichnen wir also die Ordnungselemente der In-
volutionen P2 Q2 R? durch LF, AB, CD, so heilst der
vorhergehende Satz (169, losgelost vom Begriff der resul-
tierenden Involution:

1. Ist A B.CD ein hyperbolischer Wurf, so giebt
es ein Punktpaar E F, welches gleichzeitiz A 5B und

C D harmonisch trennt.

Um mit Hiilfe dieses Satzes die Umkehrung von Nr. 30,
zu beweisen, filhren wir fir den Augenblick das Wort Zar-
monische Verwandtschajt ein durch die

2. Definition: Zwei einfosrmige Grundgebilde heilsen
harmonisch verwandt, wenn je vier harmonischen

Elementen des einen vier harmonische des andern

entsprechen.

Wir fiihren unsern Beweis fiir zwei harmonisch ver-
wandte Punktreihen s und s,. Wéhlen wir in s vier be-
liebige Punkte, so lassen sich aus diesen drei Wiirfe
bilden(%), von denen zwei hyperbolisch sind und einer
elliptisch. Bezeichnen wir die vier Punkte der Reihe nach
durch ABCD, so sind AB.CD wd 4AD.BC die
hyperbolischen Wiirfe, wihrend 4 C. B D elliptisch ist. Es
giebt daher zwei Punkte Z und F, welche gleichzeitig A B
und CD harmonisch trennen, und zwei Punkte G und H,
welche gleichzeitig A D und B C harmonisch trennen. Nach
der Definition miissen daher die entsprechenden Punkte E,
und F, gleichzeitiz die Punktpaare 4, B, und C, D,, und
G, und H, gleichzeitig die Punktpaare 4, D, und B, C,

harmonisch trennen.  Folglich sind 4, 5, .C, D, und
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A, D, . B, C hyperbolische Wirfe, 4, C, .B, D, also ein
elliptischer Wurf. Unser erstes Ergebnis ist also:
8. In zwei harmonisch verwandten Grundgebilden
entspricht jedem Wurf ein gleichnamiger Wurf.
Hieraus folgt:
4. Wenn ein Punkt X die Punktreihe s im Sinne
A B C durchliuft, so muls der entsprechende Punkt
X, die Punktreihe s, im Sinne 4, B, C, durchlaufen.
Es gelten also fiir harmonisch verwandte Grundgebilde
dieselben Siitze, die wir in Nr. 32 benutzt haben, um zu
beweisen, dafs zwei projektive Grundgebilde zusammenfallen,
wenn sie drei Elemente entsprechend gemein haben. Eine
Wiederholung jenes Beweises ergiebt daher:

5. Wenn zwei harmonisch verwandte Grundgebilde
drei Elemente entsprechend gemein haben, so haben
sie jedes Element entsprechend gemein. —
Schneiden wir die Triiger s und s, zweier harmonisch

verwandten Punktreihen durch eine beliebige Gerade ¢ in
B und ¢ (vergl. Nr. 35 und Fig. 29), verbinden B mit B,
und €, mit C und hezeichnen die Punkte, in denen die
Verbindungslinie irgend zweier entsprechenden Punkte A4
und 4, von o, BB, und CC, geschnitten wird, durch A,
S, und S, so erhalten wir in ¢ zwei harmonisch verwandte
Punktreihen, wenn wir die Punktreihe s aus S und die
Punktreihe s, aus S, auf ¢ projizieren. Die beiden in o
gewonnenen Punktreihen, die harmoniseh verwandt sind,
haben die drei Punkte A B C, und daher jeden Punkt ent-
sprechend gemein; es lassen sich also s und s, als die
Endglieder einer Kette von perspektiven Gliedern auffassen;
daher®0):

0. Zwet einformige Grundgebilde sind projektiv, wenn
Je vier harmonischen Elementen des einen vier harmonische
Llemente des andern entsprechen.

Zusatz. Da in zwei kongruenten Grundgebilden vier
harmonischen Elementen vier harmonische Elemente ent-
sprechen, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze:

Kongruente Grundgebilde sind projektiv,
ein Satz, den wir frither®) nur durch die Geometrie des
Mafses beweisen konnten.

N
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165. Kennzeichen fiir drei komponierende Involu-
tionen. Weil die aus zwei Involutionen [Q] und [&] resul-
tierende [#] den Pol # von QR als Zentrum hat!®), so
ergeben je zwei von den drei Involutionen [Q][Z][S] die-
selbe resultierende, wenn ihre Zentren QRS in einer
Gerade liegen. Um diesen Satz auf beliebige Involutionen
iibertragen zu konnen, miissen wir die Bedingung, dals die
Zentren Q R S in einer Gerade liegen, in eine andere Form
bringen. — Sind in [Q][£][S] dem Punkte A die Punkte
A, 4, A, und dem Punkte 5 die Punkte B, B, B, homolog,
so ist 4 B, B,B, AN BA A, A, die notwendlge und hin-
reichende Bedmgung dafiir, dafs die drei Zentren Q E S in
einer Gerade liegen; denn projiziert man 4 B, B, B, aus B
und BA, A, A, aus A, so erhilt man Zwei prOJektlve
Strahlenbﬁschel“"h in Welchen dem Strahle B (4) der Strahl
A(B) entspricht, so dals die Schnittpunkte je zweier homo-
logen Strahlen, d. h. die Involutionszentren, in einer Gerade
liegen®.

Lehrsatz: Wenn in den Involutionen Q* R%S? den

Elementen 4 und B die Elemente 4, 4,4, und

B, B, B, homolog sind, so ist 4 B, B, B;/\BA A A

die notwendlo'e und hlnrelchende Bedlngung dafur,

dafs die drel Involutionen komponierende einer und
derselben resultierenden Involution sind.

166. Gesamtheit der komponierenden Involutionen.
Soll eine Involution [Q] eine komponierende der Involution
[P] sein, so mufls ihr Zentrum ¢ in der Polare p von P
liegen%); soll in ihr aulserdem dem Punkte A der Punkt
A, homolog sein, so mufs @ in der Verbindungslinie A4 4,
liegen. Q ist also bestimmt als Schnitfpunkt von p und
A A4,.

1L Lehrsatz: Bine Involution ist bestimmt durch ein

Elementenpaar und eine resultierende Involution.

In Zeichen: Entsprechen den Elementen 4 und 4, in
der resultierenden Involution P? die Elemente A und A, so
ist die durch das Elementenpaar 4 4, und die resultierende
Involution P? bestimmte Involution A A4, . A A (5%, —

Wenn der Punkt @ die Polare p von P durehliuft, so
liefert @ als Involutionszentrum simtliche Involutionen [Q],
welehe komponierende von [P] sind. Ist G ein fester Punkt
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der Kurve k* und G, der Punkt, in dem die Verbindungs-
linie ¢ Q@ die Kurve zum /Wclten Male schneidet, so durch-
lauft ¢, wenn Q die Polare p durchliuft, die Kurve k2
Wir erhalten daber siimtliche komponierende Punktreihen
von [P], wenn wir irgend einem festen Punkt G der Reihe
nach alle Punkte (, zuordnen und die durch die Punkt-
paare G G, und [P] hestimmten Involutionen konstruieren.

2. Lehrsatz: Man erhalt die simtlichen kompo-
nierenden einer Involution P?, wenn man irgend einem
festen Elemente G der Reihe nach siimtliche Elemente
G, als homologe zuweist und die durch diese Zu-
weisungen bestimmten Involutionen konstruiert. —
Wenn P? hyperbolisch ist, so giebt es unter den
komponierenden zwei parabolische: diejenigen, fiir

welche G, mit einem Ordnungselement zusammen-

fallgE%), —

Ist H ein zweiter fester Punkt und H, der zweite
Schnittpunkt von (@) und 42, so besehrelben, wihrend @Q
die Polare p durchliiuft, G(Q) und H(Q) zwei zu p per-
spektive Strahlenbuschel die Punkte &, und H, also zwei
projektive Punktreihen(™: !

3. Die Elemente G, und H,, welche zweti festen Ile-
menten G und H in den komponierenden einer Involution
P2 homolog sind, sind projektiv auf einander bezogen,
wenn man  die JLlemente Gr1 und H, einander zuordnet,
die den festen [Filementen in derselben komponier enden
homolog sind. —

Sind G und H zwei homologe Elemente von P2, so
sind die Elemente &, und H,, welche ihnen in der kom-
ponierenden Involution Q® homolog sind, wieder zwei
homologe  Elemente von [£2(15%);

4. Die Elemente G, und H,, welche zwei homologen

Elementen & und H von P? in irgend einer komponierenden

von P? homolog sind, sind Elementenpaare der Involution P2,

Als besondere Fille sind noch hervorzuheben:
5. Fillt &, in H so fillt H in G; tillt G, in
G, so fallt H, in I

167. Drei Involutionen. Sind 4 A 4, A, vier beliebige 167
Punkte einer Kurve 4% so ist der Schnittpunkt 2 (Fig. 105)
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von AA und A, A konjugiert dem Schnittpunkt ¢ von
A A, und AA©®%); die Involution 4 A, .AA, ist daher eine
komponierende der Involution A A. A4, A (5%, Dasselbe gilt
von der Involution A A, .4, A

1. Von den drei Involutionen AA. A, A ; AA, .AA;
AA, . A A sind je zwei komponierende der dritten. —

Sind je zwei von drei krummen Involutionen [P] [Q][R]
komponierende der dritten, so sind die
Zentren die Ecken eines Poldreiecks(15%),
Ist also A (Fig. 105) ein beliebiger
Punkt von 4%, dem in [P][Q][R] die
drei Punkte A4, A, homolog sind, so
bilden AA A, A, die Ecken eines Kurven-
vierecks, von dem P () R die Diagonal-
punkte sind®%. Die drei Involutionen
sind also [Pl=AA. A A; [Q=AA4,
Fig. 105. AAG [Rl=AA, . A A:

2. Wenn in drei Involutionen, von denen je zwei
komponierende der dritten sind, einem Elemente A die
Elemente A, A, homolog sind, so sind die drei In-
volutionen: AA. A A; AA AA; AA A A

17D

3. Wenn von drei Involutionen je zwei komponierende
der dritten sind, so sind zwei dieser Involutionen
hyperbolisch; die dritte ist elliptisch(®9).

168 168. Die Kkonjugierten Involutionen der Strahlen
eines Punktes. Projizieren wir die konjugierte Involution
irgend einer Gerade p aas einem beliebigen Kurvenpunkte
S, so schneidet die in S gewonnene Strahleninvolution die
Kurve in einer krummen Punktinvolution, deren Zentrum
der Pol 2 von p ist®), Ist nun A4 irgend ein Punkt von
p, also dem Punkte P konjugiert®2), so ist die durch das
Zentram 2 induzierte krumme Punktinvolution eine kompo-
nierende® % (oder, was dasselbe ist, eine resultierende) der
durch das Involutionszentrum A bestimmten®%). Dreht sich
der Strahl p um A4, so beschreibt der Pol P von p die
Polare a von A®%); es ergiebt sich daher, dals die konju-
gierten Involutionen simtlicher Strahlen p von A aus S
durch komponierende Strahleninvolutionen projiziert werden
und dafs die resultierende aus diesen komponierenden In-
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volutionen die durch das Involutionszentrum 4 bestimmte
ist. Diese resultierende wird aber aus S durch eine In-
volution projiziert, die perspektiv zu der konjugierten In-
volution der Polare « von A liegt(®so,

Lehrsatz: Die konjugierten
Punktinvolutionen der Strah-
len p eines Punktes 4 werden
aus jedem Kurvenpunkte S
durch komponierende Strah-
leninvolutionen projiziert. Die
resultierende aus diesen kom-
ponierenden ist dicjenige,
welche die konjugierte Punkt-
involution der Polare a von
A in 8 erzeugt. — Sie
schneidet daher®ss die Kurve
in einer krummen Punktin-
volution, deren Zentrum der

Lehrsatz: Die konjugierten
Strahleninvolutionen der
Punkte P einer Gerade a
schneiden jede Kurventan-
gente s in komponierenden
Punktinvolutionen. Die resul-
tierende aus diesen kompo-
nierenden ist diejenige, welche
die konjugierte Strahlenin-
volution des Poles A von «
in s ausschneidet. — Sie
bestimmt daher eine krumme
Strahleninvolution, deren
Achse die Gerade o ist.

Punkt A ist.

Zusatz. Hat die konjugierte Involution irgend eines
Strahles p von A die Ordnungspunkte K und K,, mit andern
Worten®®) schneidet p die Kurve in den Punkten K und
K., so sind S(K) und S(K,) homologe Strahlen der resul-
tierenden Involution von S161), S(K) und S(K,) schneiden
also nach unserm Satze die Polare « von A in konjugierten
Punkten. Daraus erkennen wir, dafs unser Satz eine Ver-
allgemeinerung von Nr. 98, ist. Fiir den Fall, dafs 4 ein
hyperbolischer Punkt ist, wufste dieser Satz nichts aus-
zusagen iiber die Strablen, die die Kurve nicht schneiden;
erst der Begriff der komponierenden Involution vermag diese
Liicke auszufiillen. Um fiir den Satz einen kiirzern Aus-
druck zu gewinnen, fithren wir die adjungierte Involution ein
durch die

1. Definition: Jede resultierende einer komjugierten
Involution heifst der Kurve adjungiert.

Es schneidet also die Strahleninvolution, welche die
konjugierte Involution der Gerade a aus S projiziert, irgend
einen Strahl p des Poles A von a, das ist irgend eine der
Gerade a konjugierte®) Gerade, in einer adjungierten In-
volution :
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2. Die Strahleninvolution, 2. Die Punktinvolution, in
durch welche die konjugierte | welcher die konjugierte Strah-
Punktinvolution einer belie- | leninvolution eines beliebigen
bigen Gerade a aus irgend | Punktes 4 irgend eine Tan-
einem Kurvenpunkte projiziert | gente schneidet, wird aus
wird, schneidet jede der Ge- | jedem dem Punkte A kon-
rade a konjugierte Gerade in | jugierten Punkte durch eine
einer der Kurve adjungierten | der Kurve adjungierte Invo-
Involution. lution projiziert.

169 169. Verallgemeinerung des Satzes von Desargues.
S S8, AB (Fig. 106) seien die Ecken eines beliebigen Kurven-
vierecks, p eine beliebige Gerade und 2 ihr Pol. Wir be-
zeichnen die Punkte, in demen p von den Gegenseiten S A
und S, B gesehnitten wird, durch 4 und A4,, und die Punkte,
in denen p von den Gegenseiten S B und S, A geschnitten

wird, durch B und B,.

Schliefslich mogen die

Verbindungslinien S 4,
und S B, von der Kurve

zam zweiten Male in A,

und B, geschnitten werden.

Es bilden dann die Kurven-

T —
punkte ;SLAIA S, B é] ein
Sechseck, aus dem her-
vorgeht®¥, dals auch die
Verbindungslinien A A, und
B B, sich in einem Punkte () von p schneiden. Die krumme
Involution AA,.BB,, von der Q das Zentrum ist, ist, weil
Q in der Polare p von P liegt, eine resulticrende der
krummen Involution, die durch den Pol 2 in der Kurve
inddziert wird(%). Es wird daher aus dem Kurvenpunkte S
die krumme Involution [Q]=AA .BB, durch eine Strahlen-
involution projiziert, die eine resultierende ist von der
Strahleninvolution, durch welche die krumme Involution [ P]
aus S projiziert wird. Diese Strahleninvolution aber
schneidet p in der der Kurve konjugierten Involution von
p®; also ist die Involution 4 A, . B B,, welche durch die
Strahleninvolution § (AA,.BB,) in p ausgeschnitten wird,
eine resultierende der konjugierten Involution von p. Da
A A, . BB, die Punkte sind, in denen zwei Paar Gegen-
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seiten des Kurvenvierecks S .S, A B die Gerade p schuneiden,
so haben wir:

1. DieGegenseiten eines Kur- 1. Die Gegenecken eines Kur-
venvierecks schneiden jede (e- | venvierseits werden aus jedem
rade in einer Punktinvolution, | Punkte durch eine Strahlen-
die eine resultierende der kon- | involution projiziert, die eine
Jugierten Involution dieser Ge- | resultierende der konjugierten
rade tst. — Involution dieses Punktes ist. —

Hat die konjugierte Involution der Gerade Ordnungs-
punkte, d. h. schneidet die Kurve die Gerade, so sind diese
Schnittpunkte einander homolog in der resultierenden In-
volution ¢, Eg ist unser Satz also eine Verallgemeinerung
des Lehrsatzes von Desargues(%). Die allgemeinste Form
dieses Satzes wird sich uns in Nr. 194, ergeben. —

Mit Hiilfe des Begriffs der adjungierten Involution (168 %)
lafst sich unser Satz so aussprechen:

2. Die Gregenseiten etnes Kur- 2. Die Gegenecken eines Kur-
venvierecks schneiden jede Ge- | venvierseits werden aus jedem
rade in emer der Kurve ad- | Punkte durch eine der Kurve
Jungierten Punktinvolution. adjungierte  Strahleninvolution

projiziert.

170. Die Hauptstrahleninvolution. Zwei Gegenseiten
¢® und A% und ihre diagonale Involution »?(% werden aus
einem beliebigen Punkte S durch drei Strahleninvolutionen
projiziert. Wir wollen beweisen, dafs diese durch zwei
Gegenseiten und ihre diagonale Involution in einem be-
liebigen Punkte S induzierten drei Strahleninvolutionen
komponierende einer und derselben resultierenden sind.
Sind also in den drei Strahleninvolutionen den Strahlen a
und b die Strahlen «, a, a; und b, b, b, homolog, so ist
nachzuweisen®, dafs ba, a, a; A ab, b, b, ist. Schneidet a
die drei Triiger ghuw in CT A (Fig. 107), so liegen die drei
den Punkten CT 4 in ¢ huw homologen Punkte C, I, B in
einer Gerade «(3), und es ist der (in der Figur nicht ge-
zeichnete) Strahl S (C)=4qa,, S (I)=ga,, S (B)=a,.
Schneidet ferner ein zweiter Strahl b von S die drei Triger
ghuin DA A, so liegen die drei den Punkten DA A, in
¢ hu homologen Punkte ), A, B, in einer Gerade (%, und es
ist S(D)=10b,, S(A,))=10b,, S(B,)=10b,. Mit Hilfe von
aa b g lifst sich noch zu einem dritten Strahl ¢ von S der

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 13

—

70
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zugeordnete y konstruieren. Bezeichnen wir nimlich die
Schuittpunkte (a p), (8 a), («b) durch P Q R, so bilden a«
und b8 zwei Paar Gegenseiten des Vierecks S P Q R. Da
ac und bp die drei Triger ¢ghiwu in Paaren homologer
Punkte schneiden, so mufls auch das dritte Paar Gegenseiten
S@Q=c und P R=y die drei Triger in Paaren homologer
Punkte schneiden®*?, Nun wissen wird33%,  dafs die den
Strahlen von S zugeordneten Geraden einen krummen
Strahlenbiischel bilden, dem auch ¢/« angehoren. Wir
haben demnach ven diesem Strahlenbiischel die sechs Strahlen
afyghu. Da irgend zwei Strahlen eines krummen Strahlen-

Fig. 107,

biischels von den tbrigen in zwei projektiven Punktreihen
geschnitten werden'®, so haben wir « (y g hu) A 8 (7 g hu).
Nach der Konstruktion ist y die Verbindungslinie des Punktes

R—=(ba) und des Punktes /’=(a ). Die Punkte « ()
und 8 (7) werden daher aus S durch die Strahlen b und «
projiziert. Die Punkte « (g/Au) sind C, I', 55, sie werden
daher aus S durch a, a, a, projiziert; ebenso werden die
drei Punkte (g /hw) "oder D, A B, aus S durch b, b, b,
projiziert. Am a(yghuw) /\p 7 J]L u) erg1ebt sich daher

durch Projektion aus S: ba, a, a; A ab, b, b,.

Lehrsatz: Zwe: Gegenseiten | Lehrsatz: Zwei Gegenecken
und ihre diagonale Involution | und ihre diagonale Involution
werden aus jedem Punkte durch | schneiden jede Gerade in drei
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drev kompomerende Strahlen- | komponierenden  Punktinvolu-
involutionen projiziert. — Die | tionen. — Die resultierende aus
resultierende aus diesen dret In- | diesen drei Involutionen soll die
volutionensoll die Hauptstrallen- Hauptpunktinvolution der Ge-
involution des Punktes genannt | rade genannt werden.

werden.

Anmerkung. Haben ¢* und £* die Ordnungspunkte K K,
und L L, und folghch(l%) u? die Ordnungspunkte V W, so
ist, weil die Ordnungselemente der komponierenden Involution
homologe Elemente der resultierenden sind%), die in S
resultierende Involution S (KK, . LL, .V W). D1e Punkt-
paare K K, . L L, .V W sind aber wie wir wissen(13%), die
Gegenecken eines Vierseits. Unser Satz ist daher eine Ver-
allgemeinerung von Nr. 64 Z: Die drei Paar Gegenecken
eines Vierseits werden aus jedem Punkte durch drei Strahlen-
paare einer Involution projiziert.

Zusatz. Sind (unter Einfihrung einer neuen Bezeichnung)
a und b zwei homologe Strahlen der Hauptstrahlenmvolutlon
von L, welche g in . y und B und % in A und B schneiden,
so sind auch die Strahlen von Z,
die durch die homologen Punkte AI
und B, von g¢*® und durch die
homologen Punkte A, und B, ven
h? gehen, einander homolog in der
Hauptinvolution E>166.  Diese Be-
merkung wenden wir an auf den
Strahl £(U) und den ihm in E?
homologen Strahl, der g 4 und w in
CT und A (Fig. 108) schneiden | .
moge; es sind dann auch £ (G) —F /c 2 N\
und E(C), E(H) und E(I)) je
zwei homologe Strablen der Haupt-
involution, so dafs wir haben E*=E (UC. G C,. HT)).
Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem % von E(C) ge-
sehniften wird, durch A,, und den Punkt, in dem g von
E(T) geschmtten wird, dureh D), so wissen wir ®%) weil
die Strahlen £ (CC, T ) den durch die Ecken des Dreiecks
U G H gehenden Strahlen E (U G H) homolog sind:

1. Die drei Punkte 4 D, A, liegen in einer Gerade.

Bezeichuen wir ferner die Punkte, in denen die Diagonale
13*

Fig. 108.
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» von den Strahlen E (C)) und £ (I',) geschnitten wird, durch
G, und H,, so ist die von E? in u ausgeschnittene Punkt-
involution & G, .H H,. Diese muls nach unserm Satze(170
eine resultierende der diagonalen Involution sein. Da nun
G und H zwei homologe Punkte der diagonalen Involution
sind(13%), g0 miissen auch(® (7, und H, zwei homologe
Punkte der diagonalen Involution sein:

2. Die Strablen £(C,) und E (I';), die den Strahlen
E(G) und E(H) in der Hauptinvolution K homolog
sind, schneiden die Diagonale » in zwei homologen
Punkten (&, und 7, der diagonalen Involution;

oder

3. Die Hauptstrahleninvolution von E schneidet die
Diagonale in einer komponierenden G G, . H H, der
diagonalen Involution G H. G, H,.

§ 14. Konjugierte Projektivititen.

171 171. Zwei Kurven in doppelter Beriihrung. Ist uns
in einer Kurve 4* die krumme Projektivitiit SAB... A S, A B, ...
gegeben, so ist durch sie die Projektionsachse p als Pascal-
sche Gerade des Kurvensechsecks S A B S, AB,(™® und das
Projektionszentrum £ als Brianchonscher Punkt des zu-
geordneten Kurvensechsseits s ¢, 85, @ 8,79 bestimmt, also

die Projektionsachse als Verbindungslinie der
Schnittpunkte (S A)) (S, A) und (B S,) (B, S),

das Projektionszentrum als Schnittpunkt der Ver-
bindungslinien (s «,) (s, o) und (8s,) (8, 9).
Daraus ergiebt sich(®6® 87);

1. Die Projektionsachse ist die Polare des Projektions-
zentrums;

oder auch:

2. Die Pascalsche Gerade eines Kurvensechsecks ist
die Polare des Brianchonschen Punktes des zugeord-
neten Sechsseits. —

Den Schnittpunkt von S A, und S, A, der in der Pro-
jektionsachse p liegt(™, wollen wir durch X; den Punkt, in
dem sich die Verbindungslinien homologer Punkte S.S, und
A A, schneiden, durch Y und den dritten Diagonalpunkt des
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Kurvenvierecks S S, AA, durch Z bezeichnen. Halten wir
die Punkte S und S, fest und lassen X sich in p bewegen,
so beschreibt die Diagonallinie # — Y Z, weil sie die Polare
von X ist®%, einem zu X projektiven Strahlenbiischel®9o
und der Punkt Y, in dem AA, die feste Gerade S5,
schneidet, eine zu X projektive Punktreihe.

Gehen wir nicht von den Punkten S und S,, sondern
von irgend zwei andern festen homologen Punkten 7. und
L, der gegebenen krummen Projektivitit aus, so dafs sich
LA, und L, A in einem Punkte X, von p schneiden™, so
beschreibt die Diagonallinie Y, Z, des Kurvenvierecks
L L AA, einen zu X, projektiven Strahlenbiischel und der
Punkt Y, in dem A A, die feste Gerade L L, schneidet, be-
schreibt eine zu X, projektive Punktreihe. Wir haben also:

Y, KX17LJ (A)(BO)KS] (A)XX/\ Y.

1
Die Verbindungslinie Y VY, das ist die Gerade A A, be-
schreibt daher einen krummen Strahlenbiischel w2¢). —

Es lafst sich ferner zeigen, dals die Gerade w, welche
nach der Konstruktion die Polare des Punktes X fiir die
Kurve k? ist, anch fiir den krummen Strablenbiischel 1, ? die
Polare des Punktes X ist. — Weil @ von X durch die
Gegenseiten S, und AA, des Vierecks SS; AA, harmonisch
getrennt ist4), so ist Y(X) eine der Gerade « fiir u,® kon-
Jjugierte Gerade®?). Schneidet 7, (X) die Kurve zum zweiten
Male in B, so schneidet L (X) die Kurve zum zweiten Male
im homologen Punkte B,'"». Von dem Kurvenviereck L L, BB,
ist X der eine Diagonalpunkt; bezeichnen wir die beiden
andern durch Y, und Z,, so fallen® Y, und Z, in die
Polare « des Punktes X fir £%; der Gerade 2 ist daher(2
auch Y, (X) fiir w2 konjugiert. Folglich®® ist X der Pol
von x fir u,2. Da demnach die Polaren 2 der Punkte X
von p fir k* und u,? zusammenfallen, so haben %* und u,?
die konjugierte Punktinvolution von p und die konjugierte
Strahleninvolation von P gemeinsam.

3. Die Geraden, welche die 3. Die Punkte, in denen sich
Lomologen Punkte einer krummen | die homologen Tangenten einer
Projektivitit von k* verbinden, | krummen Projektivitit von k*
bilden einen krummen Strahlen- | schneiden, bilden eine krumme
biischel 2. Die krumane Punkt- | Punkirethe 1,2 Die beiden
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rethe k2 und der krumme
Strahlenbiischel w,* haben die
konjugierten  Involutionen der
Projektionsachse und des Pro-
jektionszentrums gemeinsam. —

I1. Das Polarfeld.

Frummen Punkireihen k2 und
n,? haben die konjugierten In-
volutionen des Projektions-
zentrums und der Projektions-

achse gemeinsam. —

Schneidet die Verbindungslinie der homologen Punkte

S und S, die Projektionsachse p in E, so geht die Polare
von £ fiir £* nach unserm ersten Satze durch das Projektions-
zentrum P und®®% den Punkt %, welcher von E durch S
und S, harmonisch getrennt ist. Diese Verbindungslinie
PE, ist anch die Polare von E fiir die Kurve w, % und da
sie durch den Pol von SS,, das ist®% durch den Beriihrungs-

punkt von SS,, geht, so ist £, der Beriihrungspunkt von S, :

4. Die Punkie, welche von
der Projektionsachse durch die
homologen  Punkte der Pro-
Jektivitit  harmonisch  getrennt
sind, bilden die krumme Punkt-
rethe m,% —

4. Die Strahlen, welche von
dem  Projektionszentrum durch
die homologen Tangenten der
Projektivititharmonisch getrennt
sind, bilden einen krummen
Strahlenbiischel v,2. —

Da der Schnittpunkt homologer Tangenten s und s, der
Pol der Verbindungslinie homologer Punkte S und S, ist®? %y,
so gehen die Kurven w,* und n,? (m,? und »,?) durch Polari-
sation vermittelst der Kurve £°C! % auseinander hervor.

Anmerkung. Hat die konjugierte Involution von p
Ordnungspunkte und folglich® die konjugierte Involution
von P Ordnungsstrahlen, so haben %% und w2 zwei Punkte
und ibhre Tangenten gemeinsam®). Von zwei Kurven, die
einen Punkt und seine Tangente gemeinsam haben, sagt
man, dafs sie sich berithren. 4% und u,? (m,?) sind also zwei
Kurven in doppelter Beriilirung.

172. Biischel von Kurven in doppelter Beriihrung.
Weisen wir dem Punkte S von * nicht den Punkt S,
sondern irgend einen andern Punkt S, von 42 als homologen
zu, 80 konnen wir eine Projektivitit konstruieren, fir die p
ebenfalls die Projektionsachse ist. Wir haben nur einem
beliebigen Punkte A den Punkt A, zuzuordnen, den wir er-
halten, wenn wir den Schnittpunkt von S, A und p aus S
auf die Kurve projizieren. Die Verbindungslinien der homo-
logen Punkte A und A, bilden einen krummen Strahlen-
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biischel w,? der ebenfalls mit #2 die konjugierte Involution

von p und I gemeinsam hat. Jedem weitern Punkte S,
entspricht ein neuer Strahlenbiischel y,

1. Die Gesamtheit dieser krummen Biischel u? nennt

man einen Biischel von Kurven in doppelter Berihrung.

2. Ordnet man dem Punkte S den Punkt S’ zu, der

mit § und P in einer Gerade liegt, so geht die Ver-

bindungslinie homologer Punkte A und A’ durch PO™

und aus der Projektivitit wird eine Involution; der

krumme Biischel ¢'2 zerfillt in den geraden Biischel 2.

3. Ordnet man dem Punkte S den Punkt S selbst

zu, so {fillt auch jeder andre Punkt A mit seinem

homologen zusammen; die Kurve w2 ist der Tangenten-

biischel von 4?. — Die Kurve 42, von der wir aus-

gingen, ist also als eine Kurve des Biischels zu zihlen.

173. Biisehel von Projektivitidten. Ist uns in A2 17

eine krumme Projektivitit gegeben, so konnen wir(*™2), in-
dem wir den Punkt S, auf % sich bewegen lassen, fiir jede
Lage des Punktes S, eine krumme Projektivitit konstruieren,
die mit der gegebenen die Projektionsachse (und das Pro-
jektionszentrum) gemeinsam hat.

1. Den Inbegriff der krummen Projektivititen, die
die Projektionsachse gemeinsam haben, wollen wir

einen Biischel von Projektivititen nennen. — Unter den
Projektivititen eines Biischels befindet sich eine In-
volution72),

Um nun unsere Betrachtungen auf beliebige Projektivi-
titen iibertragen zu konnen, miissen wir sie von dem Be-
griffe der Projektionsachse befreien. Dazu gelangen wir
auf folgendem Wege.

Jedes Element einer Projektivitit ist, weil es zum ersten
oder zweiten der die Projektivitit erzeugenden Grundgebilde
gerechnet werden kann, als ein zweifaches aufzufassen.
Einem beliebigen Elemente A (Fig. 109) entspricht daher,
wenn wir es zum ersten Grundgebilde rechnen, ein Element
A, und, wenn wir es zum zweiten Grundgebilde rechnen,
ein von A, verschiedenes Element A,; entspricht aufserdem
noch dem beliebigen Elemente B als Element des ersten
Grundgebildes das Element B, so ist die Projektivitit
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durch ABA, A A B, A bestimmt®%. Nehmen wir an, dals
unsere Projektivitit eine krumme Punktprojektivitit ist, so
ergiebt sich die Pro-
jektionsachse(™ aus dem
Schema:

L T—

AB, A, A BA.
Zeichnen wir nun den
von A durch A, und A,

harmonisch getrennten

Punkt 4, so gehen die

Tangenten von A und A4

durch den Punkt"®), in

dem die Projektionsachse

von A, A, geschnitten wird.

Fig. 100. Die Verbindungslinie A A

geht daher als Polare

dieses Schnittpunktes®6Z) durch den Pol P von p, das
Projektionszentrum7).  Daher®? :

2. Zeichnen wir zu jedem Elemente A einer Pro-
jektivitit das von ihm durch A, und A, harmonisch
getrennte Element 4, so sind A und 4 Elementenpaare
einer Involution. Diese Involution soll die der Pro-
jektivitidt harmonisch zugeordnete Involution heilsen. Das
Element A wollen wir kurz das dem Elemente A har-
monisch zugeordnete nennen.

3. Definition: Der Inbegriff der Projektivititen, die
die harmoniseh zugeordnete Involution gemeinsam haben,
heilst ein Biischel von Projektivititen. —

Zum Punkte 4 (Fig. 109) finden wir den homologen
Punkt A, der Projektivitit, indem wir den Punkt, in dem
A, A die Projektionsachse schneidet, mit A verbinden und
den zweiten Schnittpunkt dieser Verbindungslinie mit der
Kurve bestimmen™). Da A, 4, durch P geht®™), so haben wir:

4. Sind A und A, zwei homologe Elemente einer Pro-
Jektivitit und A und A, die ihnen harmonisch zugeordneten,
so st in der Projektivitit dem Elemente A das Element
A, homolog. —

Mit Hiilfe dieses Satzes lilst sich beweisen:
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5. Eine Projektivitiit ist bestimmt, wenn etn Elementen-
paar A A, und die harmonisch zugeordnete Involution ge-
geben ist.

Konstruktion der Projektivitit: Da die harmoniseh zu-
geordnete Involution gegeben ist, so sind die den Elementen
A und A, harmonisch zugeordneten Elemente 4 und A4,
bekannt; sie bilden, wie wir eben gesehen haben, ein zweites
Elementenpaar der Projektivitiit. Konstruieren wir noch das
von A, durch A und A harmonisch getrennte Element A,,
so ist diesem das Element A homolog, so dafs die Pro-
jektivitdt bestimmt ist durch A 4 A, A A, A, A —

6. Wir erhalten simtliche Projektivititen eines
Biischels, wenn wir einem festen Elemente A der Reihe
nach simtliche Elemente A, zuordnen. Fillt A, in das
Element A, welches dem Elemente A in der harmonisch
zugeordneten Involution homolog ist, so fillt die Pro-
jektivitit mit der harmonisech zugeordneten Involution
zusammen.

§ 14. Konjugierte Projektivititen. Nr. 174.

174. Konjugierte Projektivitidten.

1. Definition: Projizieren 1. Definition: Schneiden

wir die Kurvenpunkte A aus
irgend zwei festen Kurven-
punkten S und S, so er-
halten wir in S und S, zwei
projektive®? Strahlenbiischel,
die jede Gerade p in einer
Projektivitit schneiden. Diese
gerade Punktprojektivitit von
p soll der Kurve konjugiert
heifsen. —

wir die Kurventangenten e
durch irgend zwei feste Tan-
genten s und s, so erhalten
wir in s und s, zwei pro-
jektive Punktreiben, die aus
jedem Punkte P durch eine
Projektivitit projiziert werden.
Diese gerade Strahlenprojek-
tivitiit von P soll der Kurve
konjugiert heilsen. —

Durch die Gerade p als Projektionsachse ist in der

Kurve ein Biischel von krummen Projektivititen bestimmt730);
jeder krummen Projektivitit des Biischels ist eine gerade
Projektivitdt in der Achse zugeordnet(™), die wir erhalten,
indem wir die Kurvenpunkte aus irgend zwei homologen
Punkten der krummen Projektivitiit auf die Achse projizieren;
die den krummen Projektivitiiten des Biischels zugeordneten
geraden Projektivititen der Achse sind also der Kurve kon-
Jjugiert:

174
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2. Die der Kurve konju-
gierten Punktprojektivitiiten
einer Gerade bilden einen
Biischel. —

II. Das Polarfeld.

2. Die der Kurve konju-
gierten Strahlenprojektiviti-
ten eines Punktes bilden
einen Biischel. —

Da unter den krummen Projektivititen des Biischels
eine Involution ist(7) so ist auch unter den geraden Pro-
Jjektivititen der Achse eine Involution; es ist dieselbe, die
wir bereits frither die der Kurve konjugierte Involution von

p genannt haben (3.

3. Die einer konjugierten
Punktprojektivititharmonisch
zugeordnete Involution ist die
konjugierte Punktinvolution
der Gerade.

4. Sind A4 und 4, zwei
homologe Punkte einer kon-
jugierten Projektivitit, so
sind auch die /4 und 4, kon-
jugierten Punkte einander
homolog in der Projektivi-
tat (1730,

3. Die einer konjugierten
Strahlenprojektivitit harmo-
nisch zugeordnete Involution
ist die konjugierte Strahlen-
involution des Punktes.

4. Sind « und a zwei
homologe Strahlen einer kon-
jugierten Projektivitiit, so
sind auch die ¢ und «, kon-
jugierten Strahlen einander
homolog in der Projektivitiit.

5. Ist uns eine konjugierte Projektivitit gegeben,
so konnen wir aus ibr die konjugierte Involution

zeichnen (1732,

6. Durch die konjugierte Involution und ein Elemen-
tenpaar ist eine konjugierte Projektivitit bestimmt(17%),

175. Perspektive Lage zugeordneter Projektivititen.
Einer krummen Projektivitit ist in der Projektionsachse p
cine gerade Punktprojektivitit und in dem Projektions-
zentrum 2 eine gerade Strahlenprojektivitit zugeordnet(,
Wir wollen zeigen, dafs diese beiden geraden Projektivititen

perspektiv liegen.

Sind A und A, (Fig. 110) zwei beliebige homologe Punkte
der krummen Projektivitit und S ein beliebiger Kurven-
punkt, so liefern uns S(A) und S(A,) in der Projektions-

achse p die homologen Punkte 4 und A, 7.

Es ist zu

beweisen, dafs P (A4) und P (4,) zwei homologe Strahlen

der Projektivitiit von £ sind.

Ist B der dem Punkte A

konjugierte®>) Punkt von p, so dals B der Pol von 2 (A)
ist, so ist B S die Polare des Punktes £, in dem die
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Tangente in S von PA geschnitten wird, und schneidet die
Kurve in einem Punkte B, der der Beriihrungspunkt der
zweiten von FE an die Kurve gezogenen Tangente f
ist®6Z); die Verbindungslinie A B geht durch P®%). — Ist
nun B, der dem Punkte A, konjugierte Punkt, so ist B,
dem Punkte B in der Projektivitit homolog(™); S (B,)
schneidet daher die Kurve
in dem Punkte B,, der
in der krummen Pro-
jektivitit dem Punkte B
homolog ist. Die Tan-
genten 3 und 3, schneiden
daher die Tangente s in
zwei Punkten £ und E,,
die aus £ durch homologe
Strahlen der Projek-
tivitdt von P projiziert
werden@). Weil aber
E, der Pol von S (B))
ist®2), go liegt K, in
der Polare von B,; diese
Polare ist aber /7.1,(%%),
Die homologen Strahlen P (E) und P (E,) der Projektivitiit
von P gehen also durch A und 4,: '

Die geraden Projektivititen, welche einer krummen
DProjektivitdt in der Projektionsachse und in dem Projektions-
zentrum zugeordnet sind (™, liegen perspektiv,

Anmerkung.  Von diesem Satze ist Nr. 92, ein beson- a
derer Fall.

176.* Zirkulare Projektivititen. 176
1. Definition : Eine Punktprojektivitiit der uneigent-
lichen Gerade, der die zirkulare Punktinvolution (12
harmonisch zugeordnet ist, soll eine zirkulure Punkt-
projektivitit heifsen; eine Strahlenprojektivitit, die
perspektiv zu einer zirkularen Punktprojektivitit liegt,
soll eine zirkulare Strahlenprojektivitit heilsen.
2. Jede Kurve, der eine zirkulare Punktprojektivitit
konjugiert ist, ist ein Kreis(s),
Eine zirkulare Punktprojektivitit ist bestimmt durch
zwei homologe Punkte A und A, ("3%). Projizieren wir diese

Fig. 110.
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aus einem beliebigen Punkte S durch die Strahlen ¢ und
«,, so schneiden die in S auf ¢ und «, errichteten Lote a
und «, die uncigentliche Gerade in den Punkten A und 4,,
die den Punkten A und A, in der zirkularen Punktinvolution
homolog sind®'?» und daher(™ ein zweites Punktpaar der
Projektivitit bilden. Schlielslich schneidet der von «, durch
« und e harmoniseh getrennte Strahl «, die uneigentliche
Gerade in einem Punkte A,, dem der Punkt A homolog ist, so
dafs die Punkiprojektivitit bestimmt ist dorch A A A, A A 4 A
Gleichzeitig baben wir die zirkulare Strahlenprojektivitit
aaa, Ao a « ecrhalten. In dieser ist Winkel ¢ o, = aa,,
weil die Schenkel aufeinander senkrecht stehen. Da
aa.a e, ein harmonischer Wurf ist und « senkrecht auf
a steht, so ist < & o, = &, a®%):

3. Die Swrallen einer zirkularen Strahlenprojektivitit
bilden mit ihren homologen gleiche Winkel — oder

Zwer Strahlenbiischel, die eine zirkulare Projektivitit
erzeugen, sind einander kongruent.

Daraus crgiebt sich weiter:

4. Zwei Winkel sind gleich, wenn thre Schenkel die
uneigentliche Gerade in zwei Paar homologen Punkien
einer zirkularen Punktprojektivitit schneiden.

Dies ist in anderer Form der planimetrische Satz iiber
die Gleichheit der Peripheriewinkel.

Da die konjugierte Involution eines Brennpunktes zir-
kular ist(42) so ergiebt sich:

5. Die konjugierten Strahlenprojektivititen eines
Brennpunktes sind zirkular.

Aus diesem Satze ergiebt sich(™%) eine Folgerung, die
in der Geometric des Mafses so ausgesprochen wird:

6. Die Strecke, welche von zwei festen Tangenten
auf einer beweglichen Tangente begrenzt wird, er-
scheint im Brennpunkt unter einem konstanten Winkel.

§ 15. Kollineare und reziproke Verwandtschaft.

177. Kollineare Verwandtschaft. Der Inbegriff der
Punkte und Geraden einer Ebene heifst ein ebenes System
oder feld. Wie wir bisher die Punkte zweier Geraden oder
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die Strahlen zweier Punkte aufeinander bezogen haben, so
lassen sich auch, wie wir jetzt zeigen wollen, die Punkte
und Geraden zweier ebenen Felder ¢ und ¢, aufeinander
beziehen. Hier bieten sich zwei Wege dar: Wir konnen
jedem Punkte des ebenen Feldes o einen Punkt des ebenen
Feldes o, und jeder Gerade von ¢ eine Gerade von ¢, zu-
ordnen; wir konnen aber auch jedem Punkte von o eine
Gerade von o, und jeder Gerade von ¢ einen Punkt von g,
zuordnen. Danach unterscheiden wir zwei Verwandtschaften,
die die kollineare und die reziproke genannt werden. Wir
betrachten zuniichst die kollineare Verwandtschaft zweier
ebenen Felder, die wir so definieren:

1. Definition: Zwe: ebene Felder ¢ und o, heifsen
kollinear, wenn jeder Gerade ¢ von ¢ eine Gerade e, von
o, zugeordnet ist und jedem in e liegenden Punkte F ein
in e, liegender Punkt F.

Wir kionnen zeigen, dafs durch unsere Definition vier
harmonischen Punkten (Strahlen) der einen Ebene vier
harmonische Punkte (Strahlen) der andern zugewiesen
sind. Sind P Q. W W’ vier harmonische Punkte von o, die
in der Gerade ¢ liegen, so entsprechen ihnen nach der
Definition vier Punkte P, Q, . W, W’ , die in einer Gerade ¢,
liegen. Konstruieren wir nun in ¢ ein Viereck A AB 07,
von dem £ und @ zwei Diagonalpunkte sind, wihrend W
und W' auf den Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes R
liegen, so entspricht diesem nach der Definition ein Viereck
A A B T, von dem P, und @, zwei Diagonalpunkte sind,
wihrend W, und W’ auf den Gegenseiten des dritten
Diagonalpunktes liegen, da z. B. den beiden Gegenseiten,
die sich in £ schneiden, zwei Geraden entsprechen miissen,
die sich in £, schneiden. Es bilden also auch P, Q, . W, W',
einen harmonischen Wurf Daraus folgt, dals auch vier
harmonischen Strahlen des einen Feldes vier Strahlen des
andern homolog sind, die ebenfalls einen harmonischen Wurf
bilden. Aus Nr. 164, ergiebt sich demnach, dafs die homo-
logen geraden Grundgebilde zweier kollinearen Felder pro-
jektiv sind.

Auch zwei homologe krumme Grundgebilde sind pro-

jektiv; denn den Punkten einer Kurve £* z. B., die durch
die beiden projektiven Strahienbtischel S und S erzeugt wird,
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sind die Schnittpunkte zweier projektiven Strahlenbiischel S,
und S8, homolog. Wir haben daher:

2. Homologe einformige Grundgebilde zweier kollinearen

Felder sind projektiv.

178. Konstruktion zweier kollinearen Felder.

1. Aufgabe:
einander zu beziehen.

Zwei ebene Felder kollinear auf-

Es bieten sich zwei Wege dar:

Wir wihlen in dem ebenen
Felde ¢ zwei beliebige Ge-
raden a und ¢ und in 6, zwei
beliebige Geraden «, und «,
und ordnen der Gerade a die
Gerade @, und der Gerade «
die Gerade ¢« zu. Dem
Sechnittpunkte P von « und «
mufs der Punkt entsprechen,
der sowohl in @, als in o,
liegt, also der Schnittpunkt
P, von a, und «,. Nun be-
ziehen wir die Punktreihe a
projektiveé? so auf a, dafs
dem Punkte P der Punkt P,
und auflserdem zwei belie-
bigen Punkten A und A von
a zwei beliebige Punkte A,
und A, von a, entsprechen.
Ebenso beziehen wir die
Punktreihen ¢ und «, pro-
jektiv so aufeinander, dafls
dem Punkte £ der Punkt P,
und aufserdem zwei belie-
bigen Punkten B und ' von
a zwei beliebige Punkte B,
und [, von ¢, entsprechen.

Damit ist jedem Punkte
von a und o ein bestimmter
Punkt von ¢, und «, zuge-
wiesen und wir kénnen nun
weiter festsetzen, dafls einer

Wir wiihlen in dem ebenen
Felde o zwei beliebige Punkte
A und A und in ¢, zwei be-
liebige Punkte 4, und A, und
ordnen dem Punkte A den
Punkt 4, und dem Punkte A
den Punkt A zu. Der Ver-
bindungslinie p von 4 und A
muls die Gerade entsprechen,
die sowohl durch 4, als durch
A, gebt, d.h. die Verbindungs-
linie p, von 4, und A,. Nun
beziehen wir den Strahlen-
biisechel A projektiv so auf
den Strahlenbiischel A, dafls
dem Strahle p der Strahl p,
und aufserdem zwei belie-
bigen Strahlen ¢ und « von
A zwei beliebige Strahlen 6,
und ¢, von A, entsprechen.
Ebenso beziehen wir die Strah-
lenbiischel A und A, so aufein-
ander, dals dem Strahle p der
Strahl p, und aufserdem zwei
beliebigen Strahlen g und y
von A zwei beliebige Strahlen
3, und 7, von A, entsprechen.

Damit ist jedem Strahle
von 4 und A ein bestimmter
Strahl von 4, und A, zuge-
wiesen und wir konnen nun
weiter festsetzen, dals einem
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beliebigen Gerade e von o,
die ¢ und ¢ in E und E
schneidet, die Gerade e, von
o, zugeordnet sein soll, die
die zugeordneten Punkte F;
und E, von ¢, und ¢, mit-
einander verbindet.

Lassen wir den Strahl ¢ um
einen beliebigen Punkt ¥ sich
drehen, so beschreiben £ und
E zwei projektive Punktreihen
und folglich auch £, und E,,
und zwar liegen die Punkt-
reihen F, und E, perspektiv,
weil £ und E, gleichzeitig
in P, fallen, nimlich dann,
wenn der Strahl ¢ durch P
geht.  Die Verbindungslinie
¢, von K, und E, dreht sich
daher um einen Punkt F,®9
und dieser soll dem Punkte
F zugeordnet werden.

Damit haben wir jeder Ge-
rade e von o eine Gerade e
von ¢, und jedem Punkte F
von o einen Punkt /| von o,
zugewiesen und zwar derart,
dafs jedem in ¢ liegenden
Punkte /' ein in e, liegender
Punkt F, entspricht.

beliebigen Punkte £ von o,
der aus 4 und A durch die
Strahlen e und ¢ projiziert
wird, der Punkt E, von ¢, zu-
geordnet sein soll, in dem sich
die zugeordneten Strahlen e,
und &, von 4, undA, schneiden.

Lassen wir den Punkt £
in- einer beliebigen durch ihn
gehenden Gerade f sich be-
wegen, so beschreiben ¢ und
¢ zwel projektive Strahlen-
biischel und folglich auch e,
und &, und zwar liegen die
Strahlenbiischel ¢, und &, per-
spektiv, weil ¢, und ¢ gleich-
zeitig in p, fallen, ndmlich
dann, wenn der Punkt £ in
p fillt. Der Schoittpunkt E;
von ¢, und & bewegt sich
daher in einer Gerade f, und
diese soll der Gerade f zuge-
ordnet werden.

Damit haben wir jedem
Punkte £ von ¢ einen Punkt
E, von o, und jeder Gerade
J von ¢ eine Gerade 7, von
o, zugewiesen und zwar der-
art, dafls jeder durch I gehen-
den Gerade f eine durch E,
gehende Gerade f, entspricht.

Da die Schnittpunkte P—=a ¢ und P,=a, «,, wie wir

17

sahen, einander zugewiesen werden mulsten, so ist die
projektive Bezichung von ¢ und @, dadurch bestimmt, dafls
wir zwei beliebigen Punkten A und T von « zwei be-
liebige Punkte A, und I', von «, zuwiesen; ebenso ist die
projektive Beziehung von o und «, dadurch bestimmt, dafs
wir zwei beliebigen Punkten B und I von « zwei be-
liebige Punkte B, und I, von «, zuwiesen. Da nun mit
den Punkten A A und A A, auch die Geraden « und «, und
mit BT und B, [, auch die Geraden o und «, gegeben
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sind, so sind die Stiicke, die wir willkiirlich annehmen
konnen, die vier Punkte AABT von ¢ und die vier Punkte
AA B, T, von o,.

2. Die kollineare Verwandt- 2. Die kollineare Verwandt-
schaft zweier ebenen Felder ist | schaft zweier cbenen Felder ist
bestimmt, wenn den Ecken eines | besttmmt, wenn den Seiten eines
Vierecks von o die Ecken eines | Vierseits von o die Seiten eines
Vierecks won o, zugewiesen | Vierseits wvon o) zugewiesen
werden. werden,

179 179. Reziproke Verwandtschaft. Wichtiger als die
kollineare Verwandtschaft ist fiir uns die reziproke.

1. Definition: Zwei ebene Felder ¢ und o, heifsen
reziprok, wenn jeder Gerade e von ¢ ein Punkt E, wvon
o, und jedem in e liegenden Punkte F eine durch E,
gehende Gerade f, entspricht.

Auch@™ hier entsprechen vier harmonischen Punkten
PQ.WW’ (vier harmonischen Strahlen pg.ww’) von
¢ vier harmonische Strahlen p, ¢, .w, w’, (vier harmonische
Punkte £, Q,. W, W) von ¢,. Denn dem Viereck AABT
von o, von welechem P und @ zwei Diagonalpunkte sind,
wihrend W und W’ auf den Gegenseiten des dritten
Diagonalpunktes liegen, entspricht nach der Definition in o,
ein Vierseit d, «, 3, 7,, von dem p, und ¢, zwei Diagonal-
linien sind, wihrend w, und w', durch die Gegenecken der
dritten Diagonallinie gehen. Daraus ergiebt sich dann(1%40 der

2. Lehrsatz: Homologe einformige Grundgebilde zweier
reziproken Felder sind projektiv,

180 180. Konstruktion zweier reziproken ebenen Felder.
1. Aufgabe: Zwei ebene Felder reziprok aufeinander

zu beziehen.
Wir wiihlen in der Ebene o zwei beliebige Geraden a
und ¢ und in der Ebene o, zwei beliebige Punkte 4, und A,
und ordnen der Gerade o den Punkt 4, und der Gerade «
den Punkt A, zu. Dem Schnittpunkte £ von a und « mufs
die Gerade entsprechen, die sowohl durch A4, als durch A,
geht, d. h. die Verbindungslinie p, von 4, wnd A,. Nun
beziehen wir die Punktreihe a projektiv so auf den Strahlen-
biischel A,, dafs dem Punkt £ der Strabhl p, und aufser-
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dem zwei beliebigen Punkten A und A von e zwei be-
liebige Strahlen d, und @, von A, entsprechen. Ebenso
beziehen wir die Punktreihe ¢ und den Strahlenbiischel A,
projektiv so aufeinander, dafs dem Punkte P der Strahl p,
und aufserdem zwei beliebigen Punkten B und I' von « zwei
beliebige Strahlen @, und y, von A, entsprechen.

Damit ist jedem Punkte von @ und « ein bestimmter
Strahl von A4, und A, zugewiesen, und wir konnen nun
weiter festsetzen, dafs einer beliebigen Gerade ¢ von o, die
a und « in F und E schneidet, der Punkt E, von o, zu-
geordnet sein soll, in dem sich die zugeordneten Strahlen
¢, und ¢ von A, und A, schneiden.

Lassen wir den Strahl ¢ um den Punkt F' sich drehen,
so beschreiben E und E zwei projektive Punktreihen und
folglich ¢, und ¢, zwei projektive Strahlenbiischel, und zwar
liegen die Strahlenbiischel ¢, und &, perspektiv, weil ¢, und e,
gleichzeitiz in p, fallen, ndmlich dann, wenn der Strahl e
durch P geht. Der Schnittpunkt E, von ¢, und & bewegt
sich daher in einer Gerade f,, und diese soll dem Punkte F
zugeordnet werden.

Damit haben wir jeder Gerade ¢ von ¢ einen Punkt E,
von o, und jedem Punkte F von o eine Gerade f, von o,
zugewiesen und zwar derart, dafs jedem in e liegenden
Punkte F eine durch [, gehende Gerade f, entspricht.

Da der Schnittpunkt P=a ¢ und die Verbindungslinie
p,= A4, A, wie wir sahen, einander zugewiesen werden
mufsten, so ist die projektive Beziehung der Punktreihe a
und des Strahlenbiischels A, dadurch bestimmt, dafs wir zwei
beliebigen Punkten A und A von a zwei beliebige Strahlen
0, und «, von A, zuweisen; ebenso ist die projektive Be-
ziehung von o und A, dadurch bestimmt, dafs wir zwei be-
liebigen Punkten B und I' von o« zwei beliebige Strahlen 3,
und 7, von A, zuweisen. Da nun mit den Punkten AABT
die Geraden ¢ und ¢ und mit den Strahlen d, «, 3, 7, die
Punkte 4, und A, gegeben sind, so sind die Stiicke, die
wir willkiirlich annehmen konnen, die vier Punkte AABT
und die vier Strahlen 0, &, 8, 7,. Daher:

2. Die reziproke Verwandischaft zweier ebenen Felder
ist bestimmt, wenn den Ecken eines Vierecks von o die
Seiten eines Vierseits von o, zugewiesen werden.

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 14
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181. Kennzeichen des zweifachen Entsprechens.
Wir konnen auch die Punkte und Geraden einer und der-
selben Ebene o reziprok aufeinander beziehen, indem wir
den Ecken des Vierecks AABT von o die Seiten des Vier-
seits d, «, 3, y, von o zuordnen. Wir wollen, da wir dann
jeden Punkt als einen zweifachen und jede Gerade als eine
zweifache anzusehen haben, jedes Element mit zwei Buch-
staben bezeichnen, um anzudeuten, ob wir es zum ersten
oder zweiten Felde rechnen wollen. Einem Punkte A (B,)
z. B. entsprechen dann zwei Geraden «, und b, die im all-
gemeinen nicht zusammenfallen werden; es ist aber gerade
dieser Fall fiir uns von Interesse, der Fall also, dafs dem
Punkte 4 (B) die Gerade a, (b) entspricht oder, wie wir
uns ausdriicken wollen, dafls dem Punkte A die Gerade b
zweifach entspricht (vgl. 38). Es lifst sich nun der Satz
beweisen:

In zwei reziproken ebenen Feldern entsprechen je zwei
zugeordnete Flemente einander zweifach, wenn die Ecken
eines Dreiecks ihren Gegenselten aweifach entsprechen.

In dem Dreieck P Q R (Fig. 111), dessen Ecken wir
mit P, Q, R, bezeichnen wollen, wenn wir sie zum zweiten

AR “R\E) D, Aty
Fig. 111

Felde rechnen, entspreche dem Punkte P die Gegenseite
QR—=p,, dem Punkte Q die Gegenseite R P—¢q,, dem
Punkte R die Gegenseite P Q==r,. Nach der Voraus-
setzung entspricht dann dem Punkte £, (dem zum zweiten
Felde gerechneten Punkte P) ebenfalls die Gerade p, die
wir als Gerade des zweiten Feldes durch p, bezeichnet
haben, d. h. die Gerade p = Q, R,; ebenso entsprechen den
Ecken Q, und R, die Gegenseiten ¢ (g,) und »(r,).
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Die Punktreihe p, ist projektiv auf den Strahlenbiischel P
bezogen"® und zwar ist dem Punkte ¢, von p, der Strahl
q von P und dem Punkt 2, von p, der Strahl » von P
zugeordnet. Da nun ¢ durch £, und » durch Q, geht, so
sind die Punktreihe p, und der Strahlenbiischel P in involu-
torischer Lage (%); aus denselben Griinden ist auch die Punkt-

reihe p und der Strahlenbiischel #, in involutorischer Lage.

Ist nun 2, irgend ein weiterer Punkt von p,, dem im
ersten Felde der durch 2 gehende Strahl d entspreche, so
mufs dem Schnittpunkte £, = d p,, weil die Punktreihe p,
und der Strahlenbiischel 2 in involutorischer Lage sind, der
Strahl e = P D), entsprechen. Nennen wir nun den Punkt
D, als Punkt des ersten Feldes D, so mufs der ihm zu-
geordnete Strahl ¢, weil D in p und e liegt, die Ver-
bindungslinie von P, und E, sein, d. h. d, fillt mit d zu-
sammen. Damit ist gezeigt, dals jeder Punkt von p, (p)
seinem durch P (P,) gehenden zugeordneten Strahle zwei-
fach entspricht. Da das, was wir von der Seite @ & und
der gegeniiberliegenden Ecke P gezeigt haben, auch von
den beiden andern Seiten und ihren Gegenecken gilt, so
wissen wir:

Jedem Punkte, der in einer Seite des Dreiecks P Q R
liegt, entspricht der zugeordnete Strahl zweifach.

Jetzt konnen wir zeigen, dafs einer beliebigen Gerade
f(f,) der zugeordnete Punkt zweifach entspricht. Schneidet
f(f,) die Drejecksseiten p und ¢ in den Punkten A (4,)
und B (B,), so entsprechen diesen Punkten die zugeordneten
Geraden a, (¢) und 0, (b) zweifach. Weil nun die Gerade
f () dureh 4 (4,) und B (B,) geht, so entspricht ihr nach
der Definition der reziproken Verwandtschaft im zweiten
Felde der Schnittpunkt /), der den Punkten 4 und B zu-
geordneten Geraden «, und b,, im ersten Felde der Schnitt-
punkt der den Punkten 4, und B, zugeordneten Geraden a
und b. Dieser zweite Schnittpunkt fallt aber mit F, zu-
sammen, weil @, und b6, zusammenfallen.

182. Involutorische Lage zweier homologen Grund-
gebilde. Wenn in zwei reziproken Feldern, die in einer
und derselben Ebene liegen, je zwei zugeordnete Elemente
einander zweifach entsprechen, so sagt man: Die beiden
reziproken Felder sind in dnvolutorischer Lage.

14%*
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Dieser Ausdruck erklirt sich aus dem folgenden: Wir
haben bereits gesehen®V, dafs die Punkte von p, (p) und
die zugeordneten Strahlen von P (P,) oder, wie wir von
jetzt an schreiben wollen, die Punkte der Gerade p und
die zugeordneten Strahlen von P in involutorischer Lage
sind. Es sind aber auch die Punkte einer beliebigen Gerade
¢ und die Strahlen des zugeordneten Punktes £ in involu-
torischer Lage. Ist nidmlich A ein beliebiger Punkt von e
und o der ihm zugeordnete durch F gehende Strahl, der e
in B schneidet, so mufs nach der Definition der reziproken
Verwandtschaft dem Punkte 5, weil er der Schnittpunkt von
a und ¢ ist, die Verbindungslinie von £ und A entsprechen.
Die Punktreihe A von ¢ und der zugeordnete Strahlenbiischel
@ von F sind also in involutorischer Lage.

Lehrsatz: In zwet reziproken Feldern, die in involu-
torischer Lage sind, liegt jede Punktreihe involutorisch zu
dem homologen Strahlenbiischel.

§ 16. Das Polarfeld.

183. Das Polarfeld. In zwei reziproken Feldern, die
in involutorischer Lage sind, ist jedem Punkte £ und jeder
durch £ gehenden Gerade f von ¢ eine Gerade ¢ und ein
in ihr liegender Punkt F' derselben Ebene o zugewiesen(1s?),
Es liegt daher nahe, die beiden reziproken Felder als ein
einziges Gebilde aufzufassen.

1. Definition: Der Inbegriff zweier reziproken Felder in
involutorischer Lage heifst ein Polarfeld zweiter Ordnung.

Um fiir zwei zugeordnete Elemente kiirzere Bezeich-
nungen zu haben, fiigen wir die folgende Definition hinzu:

2. Jeder Punkt heifst der Pol der ihm zugeordneten

Gerade. — Jede Gerade heilst die Polare des ihr zu-

geordneten Punktes.

Mit Hiilfe dieser neunen Benennung lifst sich der De-
finition der reziproken Verwandtschaft die Form geben:

3. Die Polaren der Punkte einer Gerade gehen
durch einen Punkt, den Pol der Gerade. — Oder:

4. Die Pole der Strahlen eines Punktes liegen in
einer Gerade, der Polare des Punktes.
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Der in Nr. 182 bewiesene Satz lautet jetzt:

5. Die von den Punkten einer Gerade gebildete
Punktreihe und der von ihren Polaren gebildete Strahlen-
biischel sind in involutorischer Lage. — Oder:

6. Der von den Strahlen eines Punktes gebildete
Strahlenbtischel und die von ihren Polen gebildete
Punktreihe sind in involutorischer Lage.

184. Konjugierte Elemente. Liegt ¢ in der Polare p
von P, so liegt P in der Polare ¢ von Q0% Wir konnen
daher folgende Definitionen und Sitze aufstellen:

1. Zwei Punkte heilsen konjugiert, wenn der eine
in der Polare des andern liegt.

2. Zwei Strahlen heilsen konjugiert, wenn der eine
durch den Pol des andern geht.

3. Sind zwei Punkte einem dritten konjugiert, so
ist ihre Verbindungslinie die Polare des dritten Punktes.

4. Sind zwei Geraden einer dritten konjugiert, so
ist ihr Schnittpunkt der Pol der dritten Gerade.

Aus Nr. 183, folgt dann:

5. Je zwei konjugierte Punkte einer Gerade sind
Punktpaare einer Involution. — Diese Involution heilst
die dem Polarfelde konjugierte Punktinvolution der Gerade.

6. Je zwei konjugierte Strahlen eines Punktes sind
Strahlenpaare einer Involution. — Diese Involution
heilst die dem Polarfelde konjugierte Strahleninvolution
des Punkftes.

7. Die konjugierte Punktinvolution einer Gerade
liegt perspektiv zu der konjugierten Strahleninvolution
ihres Pols. —

Sind £ und @ zwei konjugierte Punkte, so bilden,
wenn wir den Pol der Verbindungslinie P Q = », also(18%)
den Schnittpunkt der Polaren p und ¢, mit R bezeichnen,
die drei Punkte P QR ein Dreieck, in dem jede Seite die
Polare ihrer Gegenecke ist:

8. Ein Dreieck, in dem jede Seite die Polare ihrer
Gegenecke (oder, was dasselbe sagt, jede Ecke der
Pol ihrer Gegenseite) ist, heifst ein Poldreteck, —

9. Durch zwei konjugierte Punkte ist ein Poldreieck
bestimmt.
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/ Zusatz. Frither haben wir die Begriffe Pol und Polare
(8 7) und den Begriff der konjugierten Elemente (§ 8) ver-
mittelst einer Kurve definiert; wir werden erkennend99),
dafs unsere jetzige Definition die frithere als besondern Fall
enthilt. An dieser Stelle lilst sich bereits zeigen, dals die
in Nr. 94—96 entwickelten Sitze auch fiir unsere jetzige
Definition gelten. — Bewegt sich ein Punkt 4 in der Gerade
p, so dreht sich seine Polare ¢ um den Pol 7 von p08%
und schneidet jede Gerade in einer Punktreihe, die der von
A beschriebenen projektiv ist. Zwei gerade Punktreihen
sind also projektiv aufeinander bezogen, wenn man den
Punkten der ecinen die ihnen konjugierten der andern zu-
weist. Da wir aus diesem Satze allein den Inhalt der
Nrn. 94—96 entwickelt haben, so gilt dieser auch fiir die
einem Polarfelde konjugierten Elemente.

185 185. Das Poldreieck als Bestimmungsstiick eines
Polarfeldes. Nach Nr. 180, erhalten wir zwei reziproke
Felder, wenn wir den Ecken eines Vierecks die Seiten
eines Vierseits zuweisen; sollen die beiden reziproken
Felder involutorische Lage haben, so miissen nach Nr. 181
die Ecken eines Dreiecks ihren Gegenseiten zweifach ent-
sprechen. Wir konnen deswegen zwei reziproke Felder in
involutorischer Lage in folgender Weise konstruieren: Wir
nehmen vier Punkte P Q 2 U und eine Gerade w beliebig
an und weisen, indem wir die Seiten des Dreiecks P Q R
mit p g » bezeichnen, dem Viereck 2 Q R U die Seiten des
Vierseits p g« zu. Da bei dieser Zuweisung die Punkte
P QR ein Poldreieck(184) bilden, so haben wir den

Lehrsatz: FEin Polarfeld st bestimmt durch einen
Punkt, seine Polare wnd ein Poldreieck.

186 186. Bestimmung eines Polarfeldes durch zwei
perspektiv liegende Dreiecke.
Lehrsatz: Hin Polarfeld ist bestimmt durch zwei per-
spektiv liegende Dreiecke, wenn die Seiten des einen den
Ecken des andern als Polaren zugewiesen werden.

Die Ecken des einen Dreiecks seien U CT (Fig. 112)
und die Seiten des zweiten w ¢ y. Bezeichnen wir die
Punkte, in denen die Seiten U C, CT und U von den
Seiten y, » und ¢ geschnitten werden, durch @, 4 und S,
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so liegen Q, A und S, weil die Dreiecke perspektiv liegen(9,
in einer Gerade p. Bezeichnen wir ferner die Ecken des
zweiten Dreiecks wcy durch U,=c¢y, H =yu und
G, =wuc, so gehen die Verbindungslinien U U,, C H, und
G, durch einen Punkt Z. Die Punkte A, S, B, in denen
diese Verbindungslinien die Gerade p schneiden, bilden mit
A S Q die Involution 4 4,.8 S, . Q R®%,

In dem Polarfelde nun, das
durch das Poldreieck P Q R, den
Punkt U und seine Polare u
bestimmt (189 ist, sind, wie wir
zeigen wollen, die Seiten des
Dreiecks U CT die Polaren der
Ecken des Dreiecks ucy. Weil
nach der Zuweisung @ der Pol
von P R und U der Pol von u
ist, so ist(8%) UC die Polare
von (. Ferner ist der Punkt
A als Schuittpunkt von pu der
Pol von P U und daher dem
Punkte 4, konjugierts4), sodafs
die konjugierte Involution von p bestimmt ist®3) durch den
Wurf QR.AA,; da in dieser Involution dem Punkte S,
wie wir eben sahen, der Punkt S, entspricht, so ist S der
Pol von P S,, die Seite UT (S) also die Polare des Punktes
H,. Die Seiten des Dreiecks U CT sind also in der That
die Polaren der Ecken des von ucy gebildeten Dreiecks.

Zusatz. Und umgekehrt sind auch die Seiten ucy diez
Polaren der Ecken U CT 48%)

187. Bestimmung eines Polarfeldes durch zwei 1s7
konjugierte Involutionen und eine komponierende ihrer
diagonalen Involution.

Lehrsatz: Fin Polarfeld st Lehrsatz: Fin Polarfeld ist
bestimmt durch zwet konjugierte | bestimmt durch zwei konjugierte
Punktinvolutionen wund trgend | Strahleminvolutionen und irgend
eine  komponierende ihrer dia- | eine komponierende ihrer dia-
gonalen Involution. gonalen Involution.

In den Trigern g und A (Fig. 113), die sich in U
schneiden, seien die beiden Involutionen U G.C C; und
UH.T T, gegeben. In der Diagonale G H=wu bilden G

Fig. 112.
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und A ein Punktpaar der diagonalen Involution®#* und
ferner die beiden Punkte A und B, in denen u von CT
und C, T, geschnitten wird ~Wird nun irgend eine
komponierende der diagonalen Involution durch die Zu-
weisung (G )%  Dbestimmt, so entspricht in dieser
komponierenden dem Punkte A der Punkt H,, der dem
Punkte G, in der diagonalen Involution zugeordnet ist(86.),
Schneiden die Verbindungslinien C, G, =¢ und I H, =y
die Triger 2 und ¢ in den Punkten S und @, so bilden
SQC, T, ein Viereck, von dem zwei Paar Gegenseiten die
Diagonale » in den Punktpaaren G H und G, H, der
diagonalen Involution treffen; es geht also®? S @ durch
A. Es sind daher(® die
beiden Dreiecke U CT und
wcy perspektiv liegend
und  bestimmen (%)  ein
Polarfeld. Dieses Polar-
feld aber erzeugt, weil u
und ¢ die Polaren von U
und C sind, in dem Triger
g die konjugierteInvolution
UG.CC, und, weil u
und y die Polaren von U
und [ sind, in dem Tréiger
% die konjugierte In-
volution UH.T T, und
in u, weil G, als Schnittpunkt von ¢ und » der Pol von g,
und H, als Schnittpunkt von 7 und w der Pol von % ist, die
konjugierte Involution G G, . H H,.

Zusatz. Weil die komponierende Involution von « durch
die Zuweisung der Punkte G und &, bestimmt wurde, so
werden wir das Polarfeld, welches durch die konjugierten
Involutionen ¢2 und %® und die durch (G &,) bestimmte
komponierende Involution von = bestimmt ist, in Zukunft
oft kurz das durch die Zuweisung (G G,) bestimmte Polarfeld
nennen. Den Inhalt unsers Beweises kionnen wir dann kurz
80 zusammenfassen:

In dem durch (G G,) bestimmten Polarfeld ist G, der
Pol von g und der dem Punkte G, in der diagonalen
Involution homologe Punkt H, der Pol von h.

Fig. 113,
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188. Bestimmung eines Polarfeldes dureh zwei 1ss
konjugierte Involutionen und einen Ordnungspunkt.
Fiir ein Polarfeld haben, wie wir sehen werden, die Punkte
eine grofse Wichtigkeit, die in ihrer Polare liegen; wir
fiilhren deshalb fiir sie einen neuen Namen ein durch die

1. Definition: FEin Punkt, 1. Definition: Eine Gerade,
der in seiner Polare liegt, leifst | die durch thren Pol geht, heifst
ein Ordnungspunkt des Polar- | ein Ordnungsstrahl des Polar-
feldes. Seldes.

Sind uns nun zwei Punktinvolutionen ¢* und A% und
ein Punkt E gegeben, so lifst sich immer ein Polarfeld
konstruieren, dem die Involutionen ¢* und A? konjugiert
sind und fiir welches die Polare von £ durch E geht, mit
andern Worten, es liflst sich der Satz beweisen:

2. Durch zwei konjugierte 2. Durch zwei konjugierte
LPunktinvolutionen g2 und h? | Strallenimvolutionen G*  und
und einen Ordnungspunkt E | H? und einen Ordnungsstrahl
ust ein Polarfeld bestimmi. e ist ein Polarfeld bestimmt.

Wir betrachten die Hauptstrahleninvolution™, welche
die Involutionen ¢> und A% in £ induzieren. Schneidet der
Strahl von E, welcher dem Strahle E(U) in der Haupt-
involution £? homolog ist, die Triiger ¢ und
A in Cund I (Fig. 114), so schneiden (7 %)
die Strahlen E(C,) und E(T,), die den
Strahlen £ (G) und E(H) in der Haupt-
involution homolog sind, die Diagonale in
zwei homologen Punkten G, und H, der
diagonalen Involution. Wihlen wir also
das Polarfeld, welches durch die Zuweisung
(G G,) bestimmt($7 %) ist, so ist fir dieses
H, der Pol von h. Es ist daher C der Pol von C, Gf,(18%)
und I der Pol von I, H, CTI also®0 die Polare des
Schnittpunktes £ von C,G, und I, H,. Fiir das Polarfeld
(G G,) geht also in der That die Polare von E durch E.
— Die Konstruktion fassen wir noch einmal zusammen:

3. Die Gegenseiten ¢? und 3. Die Gegenecken G* und
A2 induzieren in jedem Punkte | H? induzieren in jeder Ge-
E eine Hauptstrahleninvolu- | rade eine Hauptpunktinvolu-
tion K217, Schneidet der | tion ¢ Wird der Punkt,
Strahl, welcher in £* dem | welcher in ¢* dem Schnitt~

Fig. 114.
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Strable £ (G) homolog ist,
die Diagonale u im Punkte
G, so erhalten wir durch
die Zuweisung (G G,) ein
Polarfeld, fiir welehes 7 ein
Ordnungspunkt ist.

II. Das Polarfeld.

punkte e(g) homolog ist, aus
dem Diagonalpunkte U durch
den Strahl ¢, projiziert, so
erhalten wir durch die Zu-
weisung (g9¢,) ein Polarfeld,
fiir welches ¢ ein Ordnungs-
strahl ist.

Ferner ergieht sich durch die Konstruktion:

Fir das durch g* und h?
und E bestimmie Polarfeld

4. ist der dem Siralle E(U)
in E* homologe Strahl E(C)
die Polare von E;

5. sehneidet der dem Strahle
E(G) homologe Strahl E(C,)
die Diagonale n in dem Pole
G, von g und der dem Strahle
EMH) homologe Strahl E(T))
die Diagonale u in dem Pole
H, von h;

mit andern Worten:

6. liegt die Haupistrahlen-
involution B? perspektiv zu der
konjugierten Punktinvolution

GG, .HH, von u
189. Ordnungskurve.

Fir das durch G?* und H?
und e bestimmte Polarfeld

4. ist der dem Punkte e (u)
in e? homologe Punkt e (c) der
Pol von e;

5. wird der dem Punkte

e (g) homologe Punkt e(e,) aus
dem Diagonalpunkte U durch
die Polare g, von G projiziert
und der dem Punkte e (h)
homologe Punkt e (y,) aus dem
Diagonalpunkte U  durch die
Polare h; von H;

mit andern Worten:

6. legt die Hauptpunktin-
volution e perspektiv zu der
konjugierten  Strahleninvolution
gg, .hh wvon U

Fiir ein Polarfeld, welches

durch die konjugierten Involutionen ¢* und 4% und den
Ordnungspunkt S (wie wir jetzt statt E schreiben wollen)
bestimmt(18%2 ist, ist der Punkt S, weil er in seiner Polare
liegt, sich selbst konjugiert und daher ein Ordnungspunkt
in der konjugierten Involution jedes durch ihn gehenden
Strahles. Es giebt daher in jedem durch S gehenden Strahl
noch einen zweiten Ordnungspunkt®). Es lLifst sich zeigen,
dafs alle diese Ordnungspunkte in einer Kurve zweiter
Ordnung liegen. — Da der zweite Ordnungspunkt irgend
eines durch S gehenden Strahles der von S durch zwei
konjugierte Punkte harmonisch getrennte Punkt ist®%, so
ist z. B., weil der Punkt G, und der Punkt C, (Fig. 115)
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seiner Polare($%) zwei konjugierte Punkte sind, der von S
durch G, und C, harmonisch getrennte Punkt L ein Ord-
nungspunkt; ebenso ist der von S durch /, und den kon-
jugierten Punkt [, harmonisch getrennte Punkt M ein Ord-
nungspunkt.

Der Ordnungspunkt eines beliebigen durch S gehenden
Strahles 1dfst sich nun vermittelst der Punkte S und L in
folgender Weise finden. Schneidet dieser Strahl den Triger
g in FE, so ist die Polare von £ die Gerade, welche den
homologen Punkt £, von ¢°> mit dem Pole &, von g ver-

Fig. 115.

bindet; der Punkt /’, in dem diese Gerade den Strahl S K
schneidet, ist dem Punkte E konjugiert!$), und daher ist
der von S durch £ und E' harmonisch getrennte Punkt E
der zweite Ordnungspunkt des Strahles S(Z). Nun sind die
beiden harmonischen Wiirfe SZ .G C, und SE.E E in
perspektiver Lage; es geht daher(® L E durch den Schnitt-
punkt von G, E und C, E, das ist durch den Punkt F,.
Der Ordnungspunkt E stellt sich also dar als Schnittpunkt
zweier Strahlen von S und L, die die homologen Punkte
E und E, von ¢* projizieren. Die Ordnungspunkte E liegen
daher in einer Kurve zweiter Ordnung®s.).
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Lehrsatz: Hat ein Polarfeld
einen Ordnungspunkt, so hat
es unendlich viele. Die Ord-
nungspunkte eines solchen Polar-
feldes  bilden eine  krumme
Punktreihe.  Diese  krumme
Punktreihe heifst die Ordnungs-
kurve des Polarfeldes.

II. Das Polarfeld.

Lehrsatz: Hat ein Polarfeld
einen Ordnungsstrahl, so hat
es unendlich viele. Die Ord-
nungsstrahlen  eines  solchen
Polarfeldes bilden einen krum-
men  Strahlenbiischel,  Dieser
krumme  Strahlenbiischel heifst
der Ordnungsbiischel des Polar-

19

feldes.

190. Identische Polarfelder. Wir wollen jetzt das
Polarfeld zeichnen, das durch die eben konstruierte Kurve
bestimmt ist. Da die Kurve erzeugt warde durch Projektion
der Involution ¢ aus den beiden mit &, in einer Gerade
liegenden Punkten S und L, so ist ¢ auch fiir die Kurve
eine konjugierte Involution und &, der Pol von ¢®%). Es
lafst sich weiter zeigen, dafs auch A% eine dieser Kurve
konjugierte Involution ist. Zuniichst folgt, dals G' G, die
Polare von U und daher U und H zwei tiir die Kurve
konjugierte Punkte sind. Da dem Strahle L(S)C, der
Strahl S(C) zugeordnet ist, so ist S(C) die Tangente in S®9).
Fir die Kurve ist also auch S der Pol von CT®7%),
Ferner sind, weil, wie wir sahen, der von S durch A, und
I, harmonisch getrennte Punkt M ein Punkt der Kurve ist,
r, und H, zwei fir die Kurve konjugierte Punkte®s), der
Punkt H, also, weil er auch U konjugiert ist, der Pol von
UT,=h. Die Polare von I' geht daher durch , und da
sie auch, weil I ein Punkt der Tangente von S ist, durch
S geht, so ist fiir die Kurve ' dem Punkte I, konjugiert.
Der Ordnungskurve sind also die Involutionen ¢? und A2
konjugiert und der Punkt &, ist & konjugiert. Das durch
die Kurve erzeugte Polarfeld ist daher identisch(®?) mit dem
Polarfelde, von dem wir ausgingen.

Hat ein Polarfeld eine Ordnungskurve, so ist es
identisch mit dem von dieser Ordnungskurve erzeugten
Polarfeld. Die Ordnungsstrahlen des Polarfeldes um-
hiillen daher die Ordnungskurve.

A Anmerkung. In § 7 baben wir vermittelst einer Kurve
zweiter Ordnung zu jedem Punkte der Ebene die Polare
und zu jeder Gerade den Pol zeichnen gelernt. Jetzt
haben wir ein Polarfeld, ohne den Begriff der Kurve zu

o
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benutzen, konstruiert und haben vermittelst des so kon-
struierten Polarfeldes die Kurve als Ort der Ordnungspunkte
des Polarfeldes definieren konnen. Wir hitten also auch
mit dem Polarfeld beginnen und aus seinen Eigenschaften
die Eigenschaften der Kurve entwickeln konnen. Das hat
thatsiichlich v. Staudt gethan und damit die wissenschaftlich
richtigere Darstellung gegeben. In einem Buche aber, das
fir den Lernenden geschrieben ist, mufs der anschaulichere
Weg, und das ist der von der Kurve ausgehende, dem
weniger anschaulichen, dem vom Polarfeld ausgehenden, voran-
gestellt werden. Nachdem wir nunmehr beide Wege kennen
gelernt haben, kénnen wir von jetzt an unsern Betrachtungen
den allgemeinern Begriff des Polarfeldes zu Grunde legen.
Die Sitze, die wir so erhalten, gelten dann fiir alle Polar-
felder, und wir haben nicht notig, bei unsern Beweisen die
Fille, in denen eine Ordnungskurve vorhanden ist, zu trennen
von den Fillen, in denen eine Ordnungskurve nicht vor-
handen ist oder, wie man sonst sagt, in denen die Ordnungs-
kurve imaginir ist.
191. Konstruktion der zweiten gemeinsam Kkon-

jugierten Involution.

1. Aufgabe: Von zwei Polar- 1. Aufgabe: Vonzwet Polar-
feldern, die eine konjugierte | feldern, die eine konjugierte

Punktinvolution gemeinsam Strahleninvolution — gemeinsam
haben, die zweite gemeinsam | haben, die zweite gemeinsam
konjugierte Punktinvolution zu | konjugierte  Strahleninvolution
zeichnen. 2w zeichnen.

Konstruktion: Die den beiden Polarfeldern %,* und £,*
gemeinsam konjugierte Punktinvolution sei g% ferner sei
G, (Fig. 116) der Pol von g fir k,* und &, der Pol von g
fir k,%  Die Gerade , G, = u schneide g in dem Punkte
G, dem in der gemeinsam konjugierten Involution ¢* der
Punkt U homolog sei. Wenn dann dem Punkte &, fir das
zweite Polarfeld £,% der Punkt G, von » und dem Punkte
G, fiir k,* der Punkt (,, von u konjugiert ist, so ist der
Triger der zweiten gemeinsam konjugierten Involution der
Strahl 4 von U, welcher von & durch &,, und G,, har-
monisch getrennt ist.

Beweis: Da dem Punkte U fiir k,* die Punkte ; und
G, fir k,® die Punkte &, und G konjugiert sind, so ist
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G, G = G, G =u die Polare des Punktes U sowohl fiir £ *
wie fir £,2(3%., Da dem Punkte G, fir k,* der Punkt G,
konjugiert ist, so ist &, fir k2 der Pol von G, U;
ebenso ist G, fiir £ * der Pol von G,, U,

Sind nun € und C, irgend zwei homologe Punkte von
g% so ist C) fir £, der Pol von C G, und C tiir £, der
Pol von C, &,. Der Punkt P, in dem C &, von G, U ge-
schnitten wird, ist also tiir £, der Pol von C, G, und der
Punkt #,, in dem C, G, von G, U geschnitten wird, ist
fir £, der Pol von CG,. Die Punkte P und P, von
denen P, in der Polare von P fir £ ?* und 2 in der
Polare von P, fiir k,? liegt, sind demnach fiir beide Polar-
felder einander konjugiert. Da auch die Punkte U und

L
2B /o G, 4 Gy,
g
Fig. 116.

7, einander fiir beide Polarfelder konjugiert sind, so be-
stimmen die hbeiden Punktpaare P P, und U G, noch ein
drittes Paar konjugierter Punkte (96; siehe 184 Z). Die Ver-
bindungslinie /’ G, wird von der Verbindungslinie P, U in
einem Punkte () geschniften, der fiir beide Polarfelder kon-
jugiert ist dem Punkte Q, in dem P U von P, G, ge-
schnitten wird. Den Punkten C P Q (7, die in einer Gerade
p liegen, sind also fiir die beiden Polarfelder die Punkte
C, P, Q, U konjugiert.

Diese Punkte nun, die den Punkten einer Gerade p fiir
beide Polarfelder konjugiert sind, konnen wir noch auf
einem zweiten Wege Kkonstruiert denken, indem wir zun
jedem Punkte X von p die Polaren # und =, fiir k> und
k,? zeichnen und ihren Schnittpunkt X, bestimmen. Durch-
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lanft X die Gerade p, so beschreibt sowohl #, wie «, einen
zu X projektiven Strahlenbiischel'®?; die Punkte X, liegen
daher in einer zu p projektiven Kurve zweiter Ordnung.
Bezeichnen wir also noech den Schnittpunkt von p und 2
durch I und den (noch unbekannten) ihm fiir beide Polar-
felder % * und k,? konjugierten durch I, so wissen wir, dals
die Punkte P, Q, C, I', U in einer zn £ Q CT G, projektiven
Kurve liegen; es ist daher
U@PQCT)AUP QG T)

Weil aber £ Q. CT nach der Konstruktion vier harmonische
Punkte sind, so ist®")

U@pRen Al@Qrcr,
als0(30s) U ((\:)PCF)K U (Pj Ql Cl rl,)'

Da die Strahlen UQ und UP,, UP und UQ,, UC und
U C, zusammenfallen, so miissen aunch UT wnd UT, zu-
sammenfallen®), d. h. [, ist ein Punkt von 4 und beiden
Polarfeldern ist in 4 die Involution U H . I, konjugiert. —

Wenn zwei Kurven einen Punkt gemeinsam haben, so
haben sie noch einen zweiten Punkt gemeinsam@®!V. Diese
beiden gemeinsamen Punkte bestimmen als Ordnungspunkte®??)
in ihrer Verbindungslinie eine beiden Kurven gemeinsam
konjugierte Involution; die beiden Kurven haben daher nach
unserm Satze noch eine zweite konjugierte Punktinvolution
gemeinsam :

2. Haben zwei Kurven 2. Haben zwei Kurven
einen Punkt gemeinsam, so | eine Tangente gemeinsam,
haben sie noch einen zweiten | so haben sie noch eine zweite
Punkt und eine konjugierte | Tangente und eine konju-
Punktinvolution gemeinsam. | gierte Strahleninvolution ge-

meinsam.

Zusatz* Da jedem Kreise die zirkulare Punktinvolution
konjugiert ist(3'9), so haben zwei Kreise nach unserm Satze
noch eine konjugierte Punktinvolution gemeinsam. Diese
zweite gemeinsame Punktinvolution zweier Kreise, deren
Trager in der Planimetrie Chordale genannt wird, finden
wir nach der oben gegebenen Konstruktion auf folgende
Weise:

Die den beiden Kreisen gemeinsam konjugierte Involution
ist die zirkulare o*; O; und O, seien die beiden Pole von o,

N
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d. 0% die Mittelpunkte der beiden Kreise. Schneidet
die Zentrale O, O,—=wu die uneigentliche Gerade o in O, so
erhalten wir den dem Punkt O in der zirkularen Involution
0* homologen Punkt U, indem wir in O, (oder 0,) auf der
Zentrale das Lot errichten(12). Ist nun dem Mittelpunkt O,
des ersten Kreises fiir den zweiten Kreis der Punkt O,
und dem Mittelpunkt O, des zweiten Kreises fiir den ersten
Kreis der Punkt 0, konjugiert, so ist1? das in der Mitte®™
von O,, O,, errichtete Lot die Chordale der beiden Kreise
(vgl. 139).

§ 17. Biischel und Schar von Polarfeldern.

192. Biisechel von Polarfeldern. Wenn wir unter
Beibehaltung unserer bisherigen Bezeichnungsweise den
Punkt, der dem Schnittpunkte U der Triger g und % in g2
entspricht, durch & und den dem Punkte U in A% homologen
Punkt durech H bezeichnen, so ist G [ — u die Polare8%)
des Punktes U fiir jedes Polarfeld, dem die Involutionen ¢*
und %? konjugiert sind. Der Pol von g, den wir durch &,
bezeichnen wollen, muls daher(®.) in v liegen. Sind C und
C, zwei weitere homologe Punkte von g% so ist C; G, die
Polare von C und der Punkt [}, in dem C, &, den Triger
h schneidet, der Pol der Verbindungslinie von C und I;
CT schoeidet daher die Diagonale w in dem Pole H, von A.
Es ist also GG, . HH, die dem Polarfeld konjugierte (%)
Involution der Diagonale u. Da sie eine komponierende (16%)
der diagonalen(%%) Involution G H .G, H, ist, so kionnen
wir die unserm Polarfeld in der Diagonale konjugierte
Involution als bestimmt ansehen durch die beiden Be-
dingungen(%%), dafs sie eine komponierende der diagonalen
Invelution ist und dafs in ihr dem Punkte G der Punkt &,
homolog ist. Jedes Polarfeld, dem die Involutionen ¢* und
h? konjugiert sind, ldfst sich also als durch die Zuweisung
(G G,) bestimmt(®) ansehen. Wir erhalten daher sdmiliche
Polarfelder, denen ¢ und 4% konjugiert sind, wenn wir den
Punkt G, die Diagonale » durchlaufen lassen und fiir jede
Lage von &, das durch die Zuweisung (G G,) bestimmte
Polarfeld zeichnen.

Fithren wir fir die Gesamtheit der betrachteten Polar-
felder einen neuen Namen ein durch die
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1. Definition: Der Inbegriff
der Polurfelder, denen zwei ge-
gebene Punktinvolutionen g® und
h® konjugiert sind, heifst ein
Biischel von Polarfeldern,
so konnen wir das Gesagte s

2. Fir sidmtliche Polar-
felder des Biischels ist U der
Pol der Diagonallinie .

3. Wir erhalten simtliche
Polarfelder des Biischels (g h),
wenn wir den Punkt G, die
Diagonale u durchlaufen lassen
und fir jede Lage von G, das
durch die Zuweisung (G G,)
bestimmte 187 2) Polarfeld zeich-
nen.
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1. Definition: Der Inbegriff
der Polarfelder, denen zwer ge-
gebene Strahleninvolutionen G*®
und H? konjugiert sind, heifst
eine Schar von Polarfeldern,
o zusammenfassen:

2. Fir siamtliche Polar-
felder der Schar ist v die Po-
lare des Diagonalpunktes U.

3. Wir erhalten sdmtliche
Polarfelder der Schar (G H),
wenn wir den Strahl g, wm den
Diagonalpunkt U sich drehen
lassen. und fiir jede Lage von
g, das durch die Zuweisung
(g g,) bestimmte Polarfeld zeich-
nen,

Um die im folgenden benutzten Sitze im Zusammen-

hang aufzutiihren, wiederholen wir an dieser Stelle den In-
halt von Nr. 187 Z. -— In einer komponierenden der diago-
nalen Involution, in welcher dem Punkte & der Punkt G,
homolog ist, entspricht dem Punkte H der Punkt /,, welcher
dem Punkte &, in der diagonalen Involution «® homolog
ist(1660; der Punkt /4, ist daher der Pol(8%) von U —=h
fir das durch die Zuweisung (G (,) bestimmte Polarfeld.

4. Fiw das Polarfeld (G G,)
ist Gy der Pol von g und der
dem Punkte G, in der diago-
nalen Punktinvolution homologe
LPunkt H, der Pol von h.

5. Fiir das Polazfeld (G G,)
ist G G, . HH, die konjugierte
LPunktinvolution der Diagonal-
linze.

Unter den Polarfeldern

4. Fir das Polarfeld (gg,)
ist g, die Polare von G und
der dem Strahl g, in der
diagonalen.  Strahleninvolution
homologe Strahl h, die Polare
von H.

5. Fir das Polarfeld (g g,)
it g g, . hhy die konjugierte
Strahleninvolution des Diago-
nalpunktes.

des Biischels heben wir das-

jenige hervor, welches wir durch die Zuweisung (G &) er-

halten, fiir welches also G, in G fiillt.

in seine Polare ¢ fillt, so ist
Polarfeldes.

Boger, Ebene Geometrie der Lage.

Da der Punkt &,
er ein Ordnungspunkt(®) des

Es ist aber auch jeder Punkt C von g ein

15
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Ordnungspunkt, denn er liegt ebenfalls in seiner Polare C, &,.
Da H, in H fillt, wenn &, in G fillt0%) so ist auch jeder
Punkt von % ein Ordnungspunkt. Daher:

6. Zu den Ordnungskurven 6. Zu den Ordnungskurven
eines Biischels von Polar- | einer Schar von Polarfeldern
feldern gehort das von den | gehort das von den beiden
beiden Gegenseiten gebildete | Gegenecken gebildete Punkt-
Geradenpaar. paar.

Zusatz. Haben die Involutionen ¢ und 2* die Ordnungs-
punkte K K und L L,, so hat jedes Polarfeld eine Ord-
nungskurve 8. Diese Ordnungskurven des Biischels gehen
durch die vier Punkte K K, L L, so dafs in diesem Falle
unser Biischel von Polarfeldern identisch ist mit dem in
Nr. 102, definierten Kurvenbiischel.

Betrachten wir die vier Ordnungspunkte K K L L,
die man Grundpunkte des Biischels nennt, als Ecken eines
Vierecks und bezeichnen die Gegenseiten K /. und K, I,
durch g, und %,, die Gegenseiten K L, und K, I. durch g,
und %,, so sind die Diagonalpunkte V und W, in denen
sich die Gegenseiten g, 4, und g, 4, schneiden, die Ordnungs-
punkte der diagonalen Involution w?(1334), Bezeichnen wir
die hyperbolischen Involutionen, welche je zwei Ecken des
Vierecks K K, L. L., als Ordnungspunkte in ihrer Verbindungs-
linie bestimmen, durch ¢,* u.s. w, so ist den Gegenseiten
9,2 k2 die diagonale Involution »? mit den Ordnungspunkten
W und U, und den Gegenseiten g,%%,? die diagonale Invo-
lution w? mit den Ordnungspunkten 7 und V zuogeordnet,
mit andern Worten:

Was von den Gegenseiten ¢* /42 und ihrer diagonalen
Involution «? gilt, gilt auch von ¢,2/,% und »?, und
von g,%/4,* und w?

193. Konstruktion eines Polarfeldes. Da die Strahlen-
involution des Poles perspektiv liegt zu der Punktinvolution
der Polare(8%), so ist mit der konjugierten Punktinvolution
von g auch die konjugierte Strahleninvolution des Poles &,
gegeben. Sind also ¢ und C, irgend zwei konjugierte
Punkte des Trigers g, so sind die Strahlen ¢, und ¢, welche
C und C, aus (4, projizieren, zwei homologe Strahlen der
konjugierten Involution von & ; Cist folglich(*4) der Pol von ¢
und €, der Pol von ¢,. Da der dem Punkte G, in der
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diagonalen Involution homologe Punkt Z, der Pol von %
ist192), so ergiebt sich, wenn wir zwei konjugierte Punkte
von /4 durch [ und '}, und die Strahlen, die sie aus /)
projizieren, durch y, und y bezeichnen, dafs ' der Pol von
y und I, der Pol von y, ist. Vermittelst der konjugierten
Punktinvolutionen ¢? und /4% und der konjugierten Strahlen-
involutionen G,® und /% lifst sich nun zu jedem Punkte
der Ebene die Polare und zu jeder Gerade der Pol in
folgender Weise angeben (Fig. 117):

1. Ist E ein beliebiger Punkt der Ebene, der aus
G, und H, durch ¢ und y projiziert wird, so ist die
Verbindungslinie ¢ der Pole C und I' die Polare von

2. Ist ¢ eine beliebige Gerade der Ebene, die ¢ und
foin C und T schneidet, so ist der Schnittpunkt £ der
Polaren ¢ und y der Pol von e.

Dafs wir durch diese Zuweisung ein Polarfeld erhalten,
ist zwar durch das Vorhergehende bereits bewiesen; wir
geben aber noch einen direkten Beweis, weil dieser die
Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen bildet. Wir
haben also zuniichst zu
zeigen®): Wenn [ sich
in einer Gerade /' bewegt,
so beschreibt die zugeord-
nete Gierade ¢ einen ge-
raden Strahlenbiischel F.

Bewegt sich der Punkt
L in f, so beschreiben ¢
und y die zu f perspek-
tiven Strahlenbiischel &,
‘und H,, die ¢ und % in
den projektiven Punkt-
reihen (; und I, schnei-
den. Es bilden daher auck
Cund I zwei projektive(s:
Punktreihen in ¢ und 2, und
weil diese in perspektiver
Lage sind, gehen die Verbindungslinien €T durch F @9,
Am besten lifst sich die Bewegung der einzelnen Elemente
aus dem folgenden Schema ersehen®74);

COW A €, (64| A E[H AT, AT,
15%

F

Fig. 117,
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Fillt der Punkt £ in den Schnittpunkt von f and «, so
fillt 1. C; in G und C daber in U, 2. I} in I und T da-
her ebenfalls in U. Die beiden projektiven Punkireihen C
und I, die wir in ¢ und % erhalten, sind daher in perspek-
tiver Lage; die Verbindungslinie CT =—¢ beschreibt also
einen zur Punktreihe E projektiven geraden Strahlenbiischel,
dessen Mittelpunkt wir # nennen. — Schneidet die Gerade 7
die Triger ¢ und 4 in B und B, so gehen, wie wir eben
bewiesen haben, die den Punkten B und B zugeordneten
Geraden G, B, und /B, durch F; zeichnen wir also um-
gekehrt wieder zu I die zugeordnete Gerade, so erhalten
wir /. Je zwei zugeordnete Elemente entsprechen einander
mithin zweifach, d. h. die beiden reziproken Felder sind In
involutorischer Lage und bilden ein Polarfeld (83,

z Zusatz. -Die eben benutzten Strahleninvolutionen ,*®
und 7, ?, die perspektiv zu ¢* und /* liegen, erzeugen als
Gegenecken(!3%) eine dmgonalc Involution, deren ] \Mtelpun]\t
U ist, weil dem Strahle G, (G) der Strahl G, (U) und dem
Strahle H (H) der Strahl' H (U) homolog Yist. Von der
diagonalen Involution U? sind U(G,)=g¢, und U(H)=1,
zwel homologe Strahlen(®3). Ferner sind auch g und 2 zwel
homolege Strahlen. Schneiden sich niimlich irgend zwei
Strahlen ¢ und 7 von G, und X, in einem Punkte C, von
g, 8o liegen, wenn wir den Sehnittpunkt von y und % durch
', bezeichnen, die homologen Punkte ¢ und I in einem
Strahle ¢, von (+,; ¢, und y, schneiden sich also in I, das
ist in einem Punkte von 4. Die diagonale Strahleninvolution
U? der Gegenecken G, ? und H,? hegt mithin perspektlv A
der dlagonalen Punktmvolutmn u? der Gegenseiten g% und /2.

194 194. Die dem Biischel adjungierten Inveolutionen,
Schneidet die beliebige Gerade e die Triiger ghu in €T A4
(Fig. 118), so liegen die homologen Punkte C, ', I3 ehenfalls
in einer Gerade®®, und die Hauptinvolution in e ist, wenn
wir den Schnittpunkt von C'T und C, ', durch A bezeichnen,
bestimmt durch den Wurf CT .A4 A%, Die diagonale In-
volution ist bestimmt durch G 77.A4 BU3 und weitere
hemologe Punkte G, [, dieser diagonalen Involution ergeben
sich®®), wenn wir irgend zwei Punkte ) und A von ¢
und %, die mit A in einer Gerade liegen, aus ¢, und I',
auf die Diagonale u projizieren. Fiir das Polarfeld (G (71)
nun ist die Verbindungslinie () (z, die Polare von C; sie
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schneidet daher die Gerade e
Ferner ist die Verbindungslinie

konjugierten Punkte €084,

229

in dem dem Punkte C

I, H,0%0 die Polare von I, sie schneidet daher ¢ in dem

dem Punkte I konjugierten Punkte .

(G G,) konjugierte In-
volution der Gerade e
ist daher CC .TT"
Dies ist eine kom-
ponierende von
Cr.oram, ¢ and I’
aberbilden, wie das Vier-

Die dem Polarfelde

eck C, T, D A zeigt, ein
Punktpaar der Haupt- &’
involution CI . AA, so
dafls die dem beliebhigen

A 72 Vs
4 2\

Fig. 118.

Polarfelde (G &) konjugierte Involution der Gerade e eine
komponicrende der durch die Gegenseiten ¢ und %% in p
induzierten Hauptinvolution ist.

1. Lehrsatz: In jeder Ge-
rade werden durch die Polar-
jelder des DBiischels konjugierte
Involutionen erzeugt, die kom-
ponierende der Hauptpunkt-

1. Lehrsatz: In jedem Punkte
werden durch die Polarfelder
der Schar  konjugierte Involu-
tionen erzevgt, die komponierende

der  Hauptstrahleninvolution

wnvolution dieser Gerade sind. ‘ dieses Punktes sind.

Oder, wenn wir das Wort adjungiert(%Z%) auch auf
Polarfelder anwenden (vgl. 214):

2. Die Hauptpunkiinvolution
etner  Dbeliebigen  Gevade st
jedem Polarfelde des Biischels
adjungiert,

2. Dhe Hauptstrahleninvolu-
tion eines beliebigen Punktes
ist jedem Polarfelde der Schar
adjungiert.

Befreien wir diesen Satz von dem Begriffe des Biischels,
so erhalten wir die allgemeinste Form des Lehrsatzes von

Desargues®):

3. Sind zwei Gegenseiten
einem Polarfelde konjugiert, so
it die Hauptpunktincolution,
die die beiden Gegenseiten in
einer  beliebigen  Gerade in-
duzieren(39,  dem  Dolarfelde
adjungiert. —

3. Sind zwei Gegenecken
etnem Polarfelde konjugiert, so
ist die Hauptstrahleninvolution,
die die beiden Gegenecken in
einem  beliebigen Punkte in-
duzieren, dem Polarfelde ad-
Jungiert. —
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Weil jedes Polarfeld des Biischels durch eine kom-
ponierende der diagonalen Involution bestimmt ist($), so
ergiebt sich (als besonderer Fall des vorstehenden Satzes):

4. Sind zwei Gegenseiten 4. Sind zwei Gegenecken
einem Polarfelde konjugiert, so | einem Polarfelde konjugiert, so
wst shre diagonale Involution | ist ihre diagonale Involution
dem Polarfelde adjungiert. dem Polarfelde adjungiert.

195 195. Die Polkurve. Fiir das Polarfeld (G G,) ist die
Verbindungslinie C, &, (Fig. 119) die Polare von C und
I, H, die Polare von I'; der Schnittpunkt E von C G, und
r, , ist daher der Pol der Gerade C'T =e«. Durchliufi
G, die Diagonale (dreht sich, mit andern Worten, die zur
Konstruktion der Punktpaare G H, benutzte Gerade

DA um A), so be-

schreiben C,(G,) und

r, (H,) zwei projektive

Strahlenbiischel, ihr

Schnittpunkt %, der Pol

von e, daher eine zu

G, projektive Punktreihe

zweiter Ordnung. Diese

Punktreihe zweiter Ord-

nung heilst die Polkurve

der Gerade e. Da sie
nach unserer Konstruk-
tion erhalten wird durch Projektion der diagonalen Involution

(G, H,) oder3 ? der Hauptinvolution (C'T”") aus C, und I,

so ist die diagonale Involution von v und die Hauptinvolution

von ¢ der Polkurve konjugiert®s). Da G und H zwei
homologe Punkte der diagonalen Involution sind(**3?, so ist
auch der Diagonalpunkt U ein Punkt unserer Kurve. Wir
haben daher folgenden

Lehrsatz: Die Pole jeder Lehrsatz: Die Polaren jedes

Gerade e fir simtliche Polar- | Punktes B fiir simtliche Polar-

Jelder des Biischels legen in | felder der Schar bilden einen

einer Kurve zweiter Ordnung. | Strahlenbiischelzweiter Ordnung.

Diese  Polkurve ist bestimmt | Dieser Polarenbiischel ist be-

durch die diagonale Involution | sttmmt duwrch die diagonale In-

u?, die Hauptinvolution €2 und | volution U2, die Hauptinvolution

den Diagonalpunkt U. E? und die Diagonallinie u.

o’

Fig. 119.
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Zusatz.  Aus unserer Konstruktion ergiebt sich noch
eine zweite Bestimmungsweise der Polkurve. Wir erhielten
die Polkurve, indem wir den Strahl A D A um A sich drehen
liefsen und die Punkte /) und A aus C, und I'; projizierten.
Wir haben also den einfachsten Fall der Kurvenkonstruktion
vor uns®?, ( und I, sind als Mittelpunkte der pro-
jektiven Strahlenbiischel Punkte der Polkurve, ihre Tangenten
schneiden sich in 4, so dafs die Polkurve bestimmt ist
durch ihre drei Punkte C, I, U und den Schnittpunkt A der
Tangenten in €, und T, :

1. Schneidet eine beliebige 1. Wird ein beliebiger
Gerade e die Triger ghw in | Punkt £ aus G HU durch

CT 4, so geht die zugeord-
nete Polkurve e¢,*> durch C,
und [, und die Tangenten
von C, und I, schneiden sich
in 4 —

¢ y a projiziert, so enthiilt der
zngeordnete  Polarenbiischel
E? die Strahlen ¢, und y,,
und die Berithrungspunkte
von ¢, und y, liegen in a. —

Sind die Involutionen ¢? und A2 hyperbolisch, so wird
€, von C durch die Ordnungspunkte K K, I, von I durch
die Ordnungspunkte L L, harmonisch getrennt®». Da in
diesem Falle von den Trigern ¢, k, und g, A, der Gegen-
seiten dasselbe gilt wie von ¢ A1¥? 2, so konnen wir unsern
Satz, indem wir ihn vom Begriff des Biischels loslosen, so

aussprechen:

2. Satz vom Kegelschnitt der
9 Punkte. Die 6 von einer
beliebigen Gerade e durch je
zwei Ecken eines Vierecks
harmonisch getrennten Punkte
und die 3 Diagonalpunkte
des Vierecks liegen in einem
Kegelschnitt. Die Verbin-
dungslinien zweier Kurven-
punkte, die in zwei Gegen-
seiten des Vierecks liegen,
gehen durch den Pol von e
und haben den Schnittpunkt
von ¢ und der zugeord-
neten(’® %) Diagonallinie zum
Pol. —

2. Satz vom Kegelschnitt der
9 Tangenten. Die 6 von
einem beliebigen Punkte £
durch je zwel Seiten eines
Vierseits harmonisch getrenn-
ten Geraden und die 3 Dia-
gonallinien des Vierseits um-
hiillen einen Kegelschnitt.
Die Schnittpunkte zweier
Kurventangenten, die durch
zwei Gegenecken des Vier-
seits gehen, liegen in der
Polare von £ und haben die
Verbindungslinie von £ und
dem zugeordneten Diagonal-
punkt zor Polare. —

N
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Fillt ¢ mit der uneigentlichen Gerade zusammen, so
sind C,, I, w. s. w. die Mitten®™ der Gegenseiten unsers
Vierecks. Nehmen wir weiter an, dals von dem Viereck
KK, L L zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht
stehen, so ist die Hauptinvolution(3* 4 von e zirkular; die
Polkurve ist also, weil ihr die Hauptinvolution von e kon-
jugiert ist, ein Kreis(3h). Als besonderer Fall des vorher-
gehenden Satzes ergiebt sich daher der aus der Planimetrie
bekannte

8. Satz des Feuerbach. In einem Viereck, in dem
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen,
liegen die Mitten der 6 Seiten und die 3 Diagonal-
punkte in einem Kreise. Die Verbindungslinie der
Mitten zweier Geegenseiten geht durch den Mittelpunkt(tise)
des Kreises und steht auf der zugeordneten Diagonal-
linie senkrecht(!12) und halbiert gie%),

Die Form, in welcher der Feuerbachsche Satz ge-
wohnlich ausgesprochen wird, erhidlt man(?24) wenn man
beachtet, dals ein Viereck K X, L 1,, in welchem zwei Seiten
auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, sich ansehen lifst
als ein Dreieck K K, L mit dem Hohenschnittpunkt L, ; die
Fufspunkte der Hohen dieses Dreiecks sind die Diagonal-
punkte des Vierecks. —

Nebenbei mag bemerkt werden, dals man noch dureh
eine andere Spezialisierung zum Satz des Feuerbach gelangen
kann, indem man von einem Viereck K K, L 1, ausgeht, in
welechem die vierte Ecke L, der Schwerpunkt des von den
drei andern Ecken K K, I gebildeten Dreiecks ist. Man
hat dann den Kegelschnitt der 9 Punkte fiir diejenige Ge-
rade ¢ zu zeichnen, die die von den Fulspunkten der Hohen
durch die Ecken des Dreiecks K K, L harmonisch getrennten
Punkte enthilt. Hier aber soll auf die Begriindung dieser
Bemerkung wnd auf die aus ibr zu ziehenden Folgerungen
nicht niher eingegangen werden.

Anmerkung. Geht die Gerade ¢ durch U, so dals C
und ' in U liegen, so fillt C, in G und I, in H; der
Schnittpunkt £ von C, G, und I, H,, d. i. von G G, und
HH,, liegt also in w, ist aber im iibrigen unbestimmt.
Fillt G, in G, H, also(%%) in H, so wird der Schnittpunkt
L ganz unbestimmt. Unsere Konstruktion reicht also fiir
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diesen Fall nicht aus. Wir sahen aber schon%), dafs wir die
Punkte 7 auch finden kinnen, indem wir die homologen Punkte
der Hauptinvolution von e aus C, und I, in unserm Falle
also aus ( und I projizieren. Da diese Hauptinvolution,
wenn e durch U geht, hyperbolisch ist und die Ordnungs-
punkte U und 4 hat®** 2 go erhalten wir als Ort fiir die
Schnittpunkte homologer Strahlen die von ¢ durch g und %
harmonisch getrennte Gerade ¢'¢%; dazu kommt als zweite
Gerade die Diagonale «, weil die homologen Strahlen C, (4)
und T, (4) mit « zusammenfallen. — Dafs aueh dann, wenn
e durch U geht, der Satz richtig bleibt, dafs die Pole F
von e eine zu G, projektive Punktreihe bilden, beweisen
wir durch folgende Betrachtung.

Geht die Gerade ¢ durch U, so liegt ihr Pol in der
Polare von U und ist der Punkt  von », welcher in der
durch die Zunweisung (G &) bestimmten konjugierten In-
volution von u dem Punkte 4 homolog ist. Dieser Punkt
beschreibt aber nach Nr. 166, eine zu | projektive Punkt-
reihe. — Fiir die Kurve des Biischels, weleche aus dem
Geradenpaar ¢ & besteht9% wird der Pol von ¢ unbestimmt:
jeder Punkt der von e durch ¢ und % harmonisch getrennten
Gerade ¢ kann als Pol angesehen werden. Daher:

Fir eine Gerade ¢, welche
durch den Diagonalpunkt U
geht, zerfiillt die Polkurve in
zwei Geraden: die Diagonal-
linie und die von ¢ durch ¢
und 2 harmonisch geirennte
Gerade ¢

Fiir einen Punkt Z, welcher
in der Diagonallinie u liegt,
zerfallt der Polarenbiischel
in zwei Punkte: den Diagonal-
punkt und den von K durch
G und A harmonisch ge-
trennten Punkt Z.

196. Absolut konjugierte Punkte. In jedem Polar-
felde des Biischels ist dem belichigen Punkte £ eine be-
stimmte Gerade ¢ als Polare zugeordnet, die wir finden(1%%),
indem wir £ aus G, und H,, den Polen von ¢ und #,
durch ¢ und y projizieren und die Pole C und I von ¢ und
7 durch die Gerade ¢ verbinden. Wir erhalten die Polaren
e des festen Punktes Z fir siimfliche Polarfelder des
Biischels, indem wir den Punkt &, die Gerade u durchlaufen
lagsen%) und fiir jede Lage von &, in der eben an-
gegebenen Weise die Polare e¢ zeichnen. Bei dieser Be-
wegung des Poles (7, ergiebt sich die Bewegung der

196
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cinzelnen Elemente am iibersichtlichsten (Fig. 120) aus dem

folgenden Schema®?4):

Co3) A C[ElA G, X H, [E] AT, AT.

Fallt &, in G, so fillt C, ebenfalls in G und C daher
in U. Da gleichzeitig H, in A fallt(%), so fillt ', eben-

falls in A und daher I
in U. Die von C und
I beschriebenen Punkt-
reihen sind daher in per-
spektiver Lage®; die
Verbindungslinie
¢ = CT, die Polare des
Punktes £, beschreibt

//,' u 11\
ly /3

Fig. 120.

Mittelpunkt wir mit E, bezeichnen wollen.

daher einen zu G, pro-
jektivenStrahlenbiischel
erster Ordnung, dessen
Das Ergebnis

fassen wir zusammen in dem Satze:

1. Zeichnet man simtliche
Polarfelder des Biischels, in-
dem man der Seite ¢ der
Reihe nach jeden Punkt G,
der Diagonale u als Pol zu-
weist, und bestimmt in jedem
dieser Polarfelder die Polare
des festen Punktes Z, so er-
hdlt man einen Strahlen-
biischel erster Ordnung E|,
der projektiv auf die von
G, in u beschriebene Punkt-
reihe bezogen ist.

Weil alle Polaren von

1. Zeichnet man simtliche
Polarfelder der Schar, indem
man der Ecke G der Reihe
nach jeden Strahl ¢, des
Diagonalpunktes U als Polare
zuweist, und bestimmt in jedem
dieser Polarfelder den Pol
der festen Gerade e, so er-
hilt man eine Punkireihe
erster Ordnung e, die pro-
Jjektiv auf den von g, um U
beschriebenenStrahlenbiischel
bezogen ist.

E durch Z, hindurchgehen,

bilden £ und #, ein Paar konjugierter Punkte(54) fiir jedes

Polarfeld des Biischels.

Nennen wir zwei solche Punkte

absolut konjugiert, so haben wir:

2. Jedem Punkte E st hin-
sichtlich  aller Polarfelder des
Biischels ein bestimmter Punkt
E, konjugiert. E und E,

2. Jeder Gerade e ist hin-
sichtlich aller Polarfelder der
Schar eine bestimmte Gerade
e, konjugiert. e und e, werden
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werden zwer (Minsichilich des | zwet (hinsichtlich der Schar oder)
Biischels oder) absolut konju- | absolut konjugierte Geraden
glerte Punkte genannt. | genannt,

197. Konstruktion des absolut konjugierten Punktes.

Wir haben gesehen(?9, dals ein dem Punkte E hinsichtlich

siimtlicher Polarfelder des Biischels konjugierter Punkt E|
existiert. Jetzt wollen wir zeigen, wie man E, findet.

1. Aufgabe: Den Punkt zu 1. Aufgabe: Die (Ferade zu

zeichnen, der einem gegebenen | zeichnen, die einer gegebenen

LPunkte absolut konjugiert ist. | Gerade absolut konjugiert ist.

Wir legen durch £ (Fig. 121) eine beliebige Gerade,
die die Triiger g hu in C, A, G, schneidet; die homologen
Punkte, die wir CA /f, nennen, liegen in einer Gerade(3?),
die die Verbindungslinie /' U im Punkte X treffen moge.
Schneidet die Verbindungslinie X &, die Triger ¢ und %
in D und ', so bilden CDT A ein Viereck, von dem X
und U7 zwei Diagonalpunkte sind. Wir behaupten, dafs der
dritte Diagonalpunkt, der Schnittpunkt der Gegenseiten CT
und D A, der dem Punkte £ absolut konjugierte Punkt £, ist.

Beweis: Betrachten wir das Viereck E X G, H,
(vergl. 133), so sehen wir, dals zwei Paar Gegenseiten die
Triger g und % in homologen Punkten schneiden; es miissen
daher auch die Gegenseiten £/, und X G, die Triger ¢
and 2 in homologen
Punkten schneiden(®+2);
E H, schoeidet also g
und /4 in den den Punk-
ten L und I homologen
Punkten ), und I',. —
Durch die Zuweisung
(G G,) ist ein Polarfeld
des Biischels bestimmt, ,
fiir welches C der Pol TR T
von C G, und I der é \h
Pol von ', H,, CT also
die Polare von FE ist.
— Durch die Zuweisung (G H,) ist ein zweites Polarfeld
bestimmt, fiir welches &, der Pol von A ist1%2). Fiir dieses
Polarfeld ist ) der Pol von D, H, und A der Pol von
A G,, DA also die Polare von [ K, ist mithin der

Fig. 121.

—
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Schnittpunkt zweier Polaren des Punktes & und daher dem
Punkte E absolut konjugiertt®®, —

Aus dem Viereck CDT A ergiebt sich noch, weil die
Gegenseiten des Diagonalpunktes U durch die beiden andern
Diagonalpunkte £, und X harmonisch getrennt werden(
und £ in der Diagonallinie X U liegt, der Lehrsatz (der
sich auch als eine Folgerung aus Nr. 192, betrachten lielse):

2. Je zwei absolut konju- 2. Je zwei absolut konju-
gierte Punkte werden durch | gierte Geraden werden durch
die Gegenseiten ¢ und 7 | die Gegenecken G und H
harmonisch getrennt. — | harmonisch getrennt. —

Da wir die eben angegebene Konstruktion noch mehr-
mals anzuwenden haben, so fassen wir sie in iibersichtlicher
Form zunsammen (Fig. 121):

3. Um den dem Punkte E fiir den Biischel (44) absolut
konjugierten Punkt %, zu finden, projizieren wir aus E zwei
beliebige homologe Punkte G, und Z, von »> Werden die
Triger ¢ und 2 von dem Strable £ (&,) in C; und A, von
dem Strahle /(H,) in D, und I', geschnitten, so ist der
Schnittpunkt £, von CT und LA der dem Punkte E
absolut konjugierte Punkt.

Zusatz. Fiillt der Punkt £ zusammen mit einem Punkte
A (Fig. 122), in dem die Gerade CT von der Verbindungs-

linie der homelogen Punkte C|
und [, geschnitten wird, so lilst
sich der dem Punkte A absolut
konjugierte Punkt A, vermittelst
des Vierecks CC, ' T, zeichnen.
. — Fiir das Polarfeld (G 4) ist C,
N der Pol von C.A und T der Pol
von [, B, C T also die Polare

5 von A, — Fiir das Polarfeld (G B)
o ist ¢ der Pol von €, B und T,

Hig. 322 der Pol von A, CT, also die
Polare von A. Die Geraden C, T und CT, schneiden sich
also in dem dem Punkte A absolut konjugierten Punkie A, :

Sind CC, irgend zwei | Sind ce¢ irgend zwei
homologe Punkte von ¢* und | homologe Straklen von G2
rr, irgend zwei homologe | und yy, irgend zwei homo-
Punkte von /4% so bilden | loge Strahlen von 773 so

A
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CC T T, ein Viereck, von | bilden cc, yy, ein Vierseit,
dem U em Diagonalpunkt ist. | von dem u eine Diagonailinie
Die beiden andern Diagonal- | ist. Die beiden andern Dia-
punkte sind zwei absolut | gonallinien sind zwei absolut
konjugierte Punkte. konjugierte Geraden.

198. Die Kurve der absolut konjugierten Punkte.
Um zum Punkte £ den absolut konjugierten £, zu zeichnen,
legten wir(®? durch /¥ eine beliebige Gerade, die die Triger
¢hu in C A G, schnitt (Fig. 121). Lassen wir nun den
Punkt /£ auf dieser Gerade sich bewegen, so bleiben aunfser
C, A, G, auch die Punkte CA H, fest. Bewegt sich daher
E in C A, so beschreibt X, weil ZUX in einer Gerade
liegen, in C'A eine zu £ perspektive Punktreihe und wir
hahen®74);

COAT[GIRD XA D)

Die konjugierten Punkte £, stellen sich also als die
Schnittpunkte homologer Strablen zweier projektiven Strahlen-
biischel dar, d. h.42) gie bilden eine krumme Punktreihe. —
Aus dem Viereck CA DT geht hervor, dafs die Gegenseiten
C(r) und A (D) die Diagonale u in homologen Punkten der
diagonalen Involution®® und die Gerade C, A, in homo-
logen Punkten ihrer Hauptinvolution®? schneiden. Die
Kurve der absolut konjugierten Punkte ist also identisch
mit der Kurve der Pole von C, A, fiir die Polarfelder des
Biischels(99):

Die den Punkten einer Ge- Die den Strahlen eines Punk-
rade e absolut konjugierten | tes B absolut konjugierten Ge-
Punkte bilden eine zur Punkt- | raden bilden einen zum Strah-
reithe e  projektive  krumime . lenbiischel B projektiven krum-
Punktreihe, die mit der Pol- | men Strahlenbiischel, der mit
kurve von e ideniisch ist. I dem  Polarenbiischel von E

| identisch ist.

199. Zweite Konstruktion des absolut konjugierten
Punktes. Wir fanden(%) den dem Punkte E absolut ken-
jugierten Punkt %, indem wir zu £ die Polaren zeichneten
fir die Polarfelder (G &,) und (G H,). Wir geben jetzt
noch die besondere Konstruktion, die sich ergiebt, wenn
man die Polarfelder (G )% und (G ) zur Zeichnung
von £, wihlt. — Schneidet £ H (Fig. 123) den Triger g

—

—
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in C, und E G den Triger £ in [, so ist, weil fiir das
Polarfeld (G' 1) das Dreieck U G' H ein Poldreieck(84) ist,
C der Pol von £ H und I der Pol von EG, CT also die
Polare von E. Ferner sind von dem Viereck C, I, G H die
Punkte U und £ zwei Diagonalpunkte; zeichnet man noch
den dritten, den Schnittpunkt B von G H und C, T, so
geht die Verbindungslinie U B, weil sie von £ durch ¢ und
% harmonisch getrennt ist, ebenfalls durch den konjugierten
Punkt E (%), Dieser ergiebt sich also als der Schnitt-
punkt von CT und U B.

Zusatz.  Diese Konstruktion fiihrt uns zu einem
wichtigen Satze iiber die Hauptstrahleninvolution, welche
die Gegenseiten ¢* und 2* und die diagonale Involution u?
in einem beliebigen Punkte £ induzierent™®, Wir wenden
unsere Aufmerksamkeit der Gerade zu, die
den Punkt E mit seinem absolut konjugierten
E, verbindet, um nachzuweisen, dafls der
Strahl £ (E)) in der Hauptinvolution von £
dem Strable £ (U) homolog ist. — In der
ersten der beiden Strahleninvolutionen, durch
welche ¢? und A® aus /' projiziert werden,
ist dem Strahle F(U) der Strahl E(6)
homolog; diesem entspricht, weil £ (G) den
Triger / (Fig. 123) in I, schneidet, in der
zweiten Involution £ (). Ferner ist dem Strahle £ (U) in
der zweiten Involution der Strahl £ (H) homolog; diesem
entspricht, weil E (H) den Triger ¢ in C, schneidet, in der
ersten Involution der Strahl £(C). Der dem Strahle Z (U)
in der resultierenden Involution homologe Strahl ist also(62)
der von E(U) durch £ (I") und % (C) harmonisch getrennte.
Dies ist aber K ([)), weil, wie sich aus dem Viereck
GHC, T, ergiebt%), U(EB.G H) ein harmonischer Wurf”
ist, £, also®» von UE durch C und I' harmonisch ge-
trennt wird:

In der Hauptstrahleninvolu-

Fig. 123.

An der Hauptpunkiinvolution,

tion, welche durch die (fegen-
setten g* und h? und die dia-
gonale Involution u® in etnem
beliebigen Punkte E induziert
wird, sind die beiden Strahlen,
welche durch den Diagonalpunkt

welche durch die Gegenecken G2
und H? und die diagonale In-
volution U? in einer beliebigen
Gerade ¢ induziert wird, sind
die bewden Punkte, welche in
der  Diagonallinie w und der
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U und den absolut konjugierten | absolut konjugierten Gerade e,
Punkt E, gehen, einander | liegen, einander homolog.
homolog.

Anmerkung. Wir haben den vorstehenden Satz unmittelbar A
aus der Konstruktion des absolut konjugierten Punktes ab-
geleitet, trotzdem wir ihn aus Nr. 188 hiitten folgern konnen.
Da nimlich zu den Polarfeldern des Biischels auch dasjenige
gehort, welches durch den Punkt £ als Ordnungspunkt be-
stimmt ist, und fiir dieses®®0 die Polare von /7 der Strahl
von E ist, welcher in E? dem Strahle £(U) homolog ist,
so muls dieser Strahl als eine der Polaren von 2 durch E,
gehen (1961,

200. Konstruktion eines Polarfeldes mit gegebenem 200
Ordnungspunkte. An den vorstekenden Satz kniipfen
wir die Konstroktion, auf die wir bereits%04) hingewiesen
haben.

1. Aufgabe: Die Ordnungs- 1. Aufgabe: Diie Kurve der
kurve des Brischels zu zeichnen, | Schar zu zeichnen, welche eine
welche durch einen  gegebenen | gegebene Gerade beriihrt.,

Punkt gehs, |

Wenn wir diese Aufgabe aussprechen, ohne den Begriff
eines Biischels von Polarfeldern zu benutzen, so erkennen
wir, dafs sic identisch ist mit der in Nr. 100 gelisten: Eine
Kurve zu zeichnen, fiir die ein Punkt und zwei konjugierte
Punktinvolutionen gegeben sind.

Von dieser Fundamentalaufgabe geben wir an dieser
Stelle eine zweite Lisung; eine dritte folgt in Nr. 203.

Da wir die bisher benutzten Bezeichnungen beibehalten,
so geniigt es, den Gang der Lisung anzugeben. — Wir
zeichnen®) den Punkt £, (Fig. 124), welcher dem gegebenen
Punkte B absolut konjugiert ist. Die Strahlen £ (U) und
E(E)) sind einander homolog(®® » in der Hauptinvolution,
welche die gegebenen Punktinvolutionen ¢* uwnd 2% in E
induzieren'"®, und schneiden daherts*» die Diagonale w in
zwei konjugierten Punkten J und J,. Zum Punkte J zeich-
nen wir®® den ihm in der diagonalen Involution homologen
Punkt K und zu J; den homologen Punkt K,. Es sind
dann auch K und K, zwei einander konjugierte Punkte(€td,
so dafls die konjugierte Involution der Diagonale JJ, . K K|
ist. Da U der Pol von wu ist(¥2) go ist der von £ durch

1
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U und « harmonisch getrennte Punkt /' ein zweiter Kurven-
punkt®®.  Wir erhalten also®s die Kurve, indem wir die
konjugierte Involution JJ, . K K, aus £ und F projizieren.
— Fir die Ausfithrung der Konstruktion ist noch zu be-
merken, dals ./, der Schnittpunkt der Tangenten in £ und
F 18t wenn wir also noch den Schnittpunkt der Strahlen
E(K,) und F(K) dureh [ bezeichnen, so kionnen wir die
Kurve aus den drei Punkten £ F L und dem Schnittpunks
L der Tangenten in /' und F zeichnen®6%),

Zusatz.  Hat die Involution ¢? die Ordnungspunkte M
und M,, so sind K (M) und K (3,) zwei homologe Strahlen
der Hauptstrahleninvolution £2064) und schneiden daher(ss)
die Diagonale in zwei konjugierten Punkten. Wir kommen
also fiir den Fall, dafs ¢* Ordnungspunkte hat, zurtick auf
den Satz®®), dals zwei Kurvenpunkte M und M,, die mit
U in einer Gerade liegen, aus einem beliebigen Kurven-
punkte £ durch zwei Strahlen projiziert werden, die die
Polare von ¢ in zwei konjugierten Punkten schneiden.

201. Die absolut konjugierten Punkte als Ordnungs-
punkte. In Nr. 188 haben wir die Bedeutung der Haupt-
strahleninvolution E? eines beliebigen Punktes £ fiir das
durch ¢*7° und K bestimmte Polarfeld erkannt. In Nr. 199
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sahen wir dann, dals diese Hauptstrahleninvolution £? auch
in Beziehung steht zu dem dem Punkte E absolut kon-
jugierten Punkte £, : der Strahl K (E)) ergab sich als der
dem Strahle E(U) in E? homologe. Aus diesen beiden
Beziehungen ergiebt sich nun noch ein Zusammenhang
zwischen zwei absolut konjugierten Punkten und der Haupt-
punktinvolution ihrer Verbindungslinie E E,.

Schneidet der dem Strahle E (U) in E? homologe die
Triger ghu (Fig. 125) in CT 4, so sind E(G) und E(C,),
E(H) und E(I',) ebenfalls homologe Strahlen der Haupt-
involution E*1%%) und schneiden % und g in zwei Punkten A,
und .D,, die mit A in einer Gerade liegen("%), Der dem

Fig. 125,

Punkte £ absolut konjugierte E, liegt1® in £ (C) und ist von
E durch Cund I' harmonisch getrennt(¥7. Wir kionnen ihn
also zeichnen vermittelst des Vierecks C, ', D, A,, von dem /
und £ zwei Diagonalpunkte sind; zeichnen wir noch den
dritten Diagonalpunkt, den Schnittpunkt X von C, I, und
D, A,, so schneidet die Diagonallinie X U die Gerade £ C
in dem von £ durch Cund I harmonisch getrennten Punkte(24),
d. i in FA,. DBezeichnen wir den Punkt, in dem CTI
von C, ', geschnitten wird, durch A, so bilden auch 4A . EE,
einen harmonischen WurfG%). A A und CT sind also zwei
Paar homologe Punkte der durch die Ordnungspunkte £ und
E, bestimmten Involution®». Der Wurf A A.CT bestimmt
aber die Hauptpunktinvolution der Gerade E E,(13%):
Boger, Ebene Geometrie der Lage. 16
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242 IL Das

1. Zwei absolut konjugierte
Punkte sind die Ordnungs-
punkte der Hauptpunkt-
involution ibhrer Verbindungs-
linie. —

Die Umkehrung dieses S

2. Hat eire Hauptpunkt-
involution zwei Ordoungs-
punkte, so sind diese ein-

Polarfeld.

1. Zwei absolut konjugierte
Geraden sind die Ordnungs-
strahlen der Hauptstrahlen-

involution  ihres  Schnitt-
punktes. —
atzes:

2. Hat eine Hauptstrahlen-
involution zwei Ordnungs-

strahlen, so sind diese ein-

ander absolut konjugiert,

ander absolut konjugiert,

ist richtig, weil jede Hauptpunktinvolution den Polarfeldern
des Biischels adjungiert ist4) und die Ordnungspunkte einer
adjungierten Involution einander konjugiert sind(6%.

202. Drei Biischel von Polarfeldern. Ebenso wie
die Gegenseiten ¢* und 2° einen Biischel von Polarfeldern
bestimmen, so bestimmen auch ¢* und die diagonale In-
volution »*® und ferner 72° und «® je einen Biischel von

Polarfeldern.

1. Die drei Btischel (g7) |
(gw) (hu) bestimmen in je-
dem Punkte / eine und die-
selbe Hauptstrahleninvolution
R,

Ist a eine beliebige Ger
in CT A schreidet und von

1. Die drei Scharen (& H)
(G Uy (HU) bestimmen in
jeder Gerade ¢ eine und
dieselbe Hauptpunktinvo-
Iution ¢ —
ade, welche die Triger ghu
der Gerade, in der die drei

homologén Punkte C, [, B liegen, in A geschnitten wird,
so ist die Hauptpunktinvolution ven a!'3%)

fir den Btischel (g /2): CT . 1A;
fir den Btischel (yu): CA.T A;

fiir den Biischel

2. Die drei Biischel (g h)
(gu) (hu) erzeugen in jeder
Gerade drei Hauptpunktinvo-
lutionen, von denen je zwei

komponierende der dritten
sind(%7), Immer zwei dieser

Hauptpunktinvolutionen
haben Ordnungspunkte, die
dritte nicht(%); das eine

(hu)y: T 4. CA.

2. Die drei Scharen (G H)
(G U) (HU) erzeugen in
jedem Punkte drei Haupt-

strahleninvolutionen, von
denen je zwei komponierende
der dritten sind. Immer zwei
dieser Hauptstrahleninvolu-
tionen haben Ordnungsstrah-
len, die dritte nicht; das eine
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Paar der Ordnungspunkte | Paar der Ordnungsstrahlen
wird durch das andere har- | wird durch das andere har-
monisch getrennt(6l), monisch getrennt.

Wie wir den dem Punkte E fiir (g/) absolut kon-
jugierten Punkt £, gezeichnet haben@%) so kinnen wir
auch den dem Punkte F fiir (g«) konjugierten Punkt I
und den ihm fiir (hAw) konjugierten Punkt M zeichnen.
Dieselben Betrachtungen wie die in Nr. 199 Z angestellten
zeigen dann (Fig. 125), dals in der resultierenden Involution
von £ der dem Strahle /& (G') homologe E (A,) durch L und
der dem Strahle £ (Z/) homologe £ (D,) durch M geht; und aus
Nr. 197, folgt, dafs L von £ durch ¢ und » und M von E
durch % und » harmonisch getrennt ist. Diese Punkte L
und M nun konnen wir durch eine Fortsetzung der in der
vorigen Nummer begonnenen Konstruktion finden. Be-
zeichnen wir noch den Punkt, in dem w von C, I'; geschnitten
wird, durch B (Fig. 126), so zeigt das Viereck 4 B E, X,

Fig. 126.

von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl ¢ als 2 in kon-
jugierten Punktpaaren schneiden, dals die Seite £, B die
Triiger ¢ und % in den den Punkten ), und A, homologen
Punkten D und A schneidet. Da E E|. A 4 vier harmonische
Punkte®®), mithin 5 (K F, . A A) vier harmonische Strahlen
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sind, so wird £A, von B E, in dem von E durch €, und
G, harmonisch getrennten Punkte geschnitten®!s); ebenso wird
ED, von BE, in dem von E durch I', und /, harmonisch
getrennten Punkte geschnitten. Diese Schnittpunkte sind
also die dem Punkte E fiir den Biischel (g ») und fiir den
Biischel (%4 u) absolut konjugierten Punkte L und M; denn
sie liegen in den den Strahlen £ (G) und £ (H) in der
Hauptstrahleninvolution E® homologen Strahlen £ (A,) und
E(D,) und sind von E durch g» und 4w harmonisch ge-
trennt :

3. Die drei Punkte E, L M,
die einem beliebigen Punkte E
fiir die Bischel (gh) (g u) (hw)
absolut konjugiert sind, liegen
in einer Geerade. Diese Gerade
schneidet (Fig. 126) ghu in
drei Punkten D A B, denen
in ¢® 2*u® homolog sind die
drei Punkte D, A, 4, in denen
g hu geschnitten werden von
den Strahlen, welche in der

Hauptstrahleninvolution £
den Strahlen K (H G U) ho-
molog sind.

3. Die drei Gleraden e, 1 m,
die einer beliebigen Gerade e
fir die Scharen (G H) (G U)
(HTU) absolut konjugiert sind,
gehen durch einen Punkt. Die-
ser Punkt wird aus G HU
durch drei Strahlen ddb
projiziert, denen in G*H?* U?
homolog sind die drei Strah-
len d, d, a, durch welche aus
G H U die drei Punkte pro-
jiziert werden, welche in der
Hauptpunktinvolution e¢* den
Punkten e (A g u) homolog sind.

203 203. Allgemeine Kurvenkonstruktion. Der Punkt L
(ebenso wie der Punkt M), den wir in der vorigen Nummer
als den dem Punkte E fiir den Biischel (¢ w) absolut kon-
jugierten Punkt gezeichnet haben, gewinnt eine neue Be-
deutung, wenn wir beachten, dafs er in dem Strahle liegt,
welcher dem Strahle E (G) in der Hauptstrahleninvolution £°
homolog ist. Dieser Strahl schneidet(18%) die Diagonale u
in dem Punkte &,, welcher fiir das durch ¢* und 2* und
L bestimmte Polarfeld der Pol von ¢ ist. Der Punkt L ist
also, weil er von £ durch den Punkt G, und seine Polare ¢
harmonisch getrennt ist, ein Punkt der Ordnungskurve dieses
Polarfeldes, so dals wir diese Ordnungskurve erhalten (%),
wenn wir die Involution ¢* aus E und L projizieren, Die
Konstruktion dieser Kurve und die Konstruktion der Haupt-
strahleninvolution E? sind also im Grunde zwei identische Auf-
gaben, und die in Nr. 200 gegebene Losung, die sich auf
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die Konstruktion des dem Punkte E fir den Btischel (g7)
absolut konjugierten Punktes E, stiitzt, unterscheidet sich
nicht wesentlich von der folgenden. —

Aufgabe: Fine Kurve zu Aufgabe: Fine Kurve zu
zeichnen, fir die ein Punkt | zeichnen, fir die eine Tangente
und zwet  konjugierte Punkt- | und zwei konjugierte Strahlen-
involutionen gegeben sind. involutionen gegeben sind.

Den gegebenen Punkt wollen wir (nicht wie bisher
durch %, sondern) durch S bezeichnen und den ihm fiir
den Biischel (gu) absolut konjugierten Punkt (den wir bis-
her durch L bezeichneten), durch .S,. Wir haben dann die
Konstruktion der Nr. 197, von dem Biischel (g /%) auf den
Biischel (g ») zu iibertragen:

Wir projizieren aus S (Fig. 127) zwei beliebige homo-
loge Punkte A und A, von A%. Werden die Triger ¢ und »
von dem Strable S(A,) in C; und &,, und von dem Strahle
S(A) in D, und B geschnitten, so ist der Schnittpunkt S,
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von C A und D H, der dem Punkte S fiir den Biischel (g u)
absolut konjugierte Punkt.

Ausfithrung der Koustruktion: Wir legen durch S eine
beliebige Gerade, die die Triger g /4w in C, A, G, schneidet;
die homologen Punkte, die wir CA H, nennen liegen in
einer Gerade“““) die die Verbindungslinie S G in dem Punkte
Y treffen moge. Schneidet die Verbindungslinie YA, die
Trager g und » in D und 4, so bilden CD A H, ein Vier-
eck, von dem G und Y zwei Diagonalpunkte sind. Der
dritte Diagonalpunkt, der Schnittpunkt von C A4 und D H,,
ist der dem Punkte S absolut konjugierte Punkt S,. Pro-
jizieren wir die Involution ¢* aus S und S,, so erhalten wir
die gesuchte Kurve.

Bemerkungen zur Konstruktion: Die gezeichneten Linien
liefern uns noch weitere Kurvenpunkte. Das Viereck S YA A,
von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl ¢ als » in homologen
Punkten schneiden, zeigt, dals auch die Gegenseiten Y A,
und SA die Geraden g und w in homologen Punkten
schneiden, dafs also SA den Triger g in D, und den
Triger v in B schneidet. — Die Strahlen S (C, ) und S, (C)
hefern weil sie durch die homologen Punkte C und € von
g* gehen, den neuen Kurvenpunkt K und die Strahlen S D,)
und S, (D) den Kurvenpunkt K,. — Zwei Paar Gegen-
seiten des Kurvenvierecks S S, K K1 schneiden die Diagonale
in homologen Punktpaaren G, /, und 4 B der diagonalen
Involution; es schneidet daher auch das dritte Paar Gegen-
seiten S5, und K K, die Diagonale u in zwei homologen
Punkten &, und H, von »® Weil nun S(S,) nach unserer
Konstruktion dem Strahle S (G in der Hauptstrahleninvolution
8% homolog ist, so ist &, der Pol von ¢%%) und folglich(%2/
H, der Pol von A; wir ‘erhalten daher® die Kurve auch
ddreh Projektion der Involution A% aus K und K,. — Weil
der Pol von S S, in ¢ und der Pol von K K, in /4 liegt,
so schneidet die (in der Figur nicht gezeichnete) Diagonal-
linie des Kurvenvierecks S S, K K,, welche den Gegenselten
S S, md K K, zugeordnet 1sts %), den Tridger ¢ in dem
Schmttpunkte "der Tangenten(®® Yon S und S, und den
Tréger 4 in dem Sehnlttpunkte der Tangenten von \ K und K,.

A Anmerkung. Ein besonderer Fall dieser Konstruktion
ist die in Nr. 100 gegebene. Dadurch dafls wir nicht von
einem beliebigen Strahl des Punktes S, sondern von dem
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Strahl S (H) ausgingen, liels sich die Konstruktion von dem
Begriff der absolut konjugierten Punkte befreien und soweit
vereinfachen, dafls sie gleich nach der Einfiibrung der kon-
jugierten Involution begriindet und zur Grundlage unserer
Darstellung der Geometrie der Lage gemacht werden konnte.

204. Andere Definition der Ordnungskurve,

der vorhergehenden Konstruktion Lifst sich noch ein wich-
tiger Satz ableiten. Sechneidet (7, D, (Fig. 128) den Triiger 4
in E, so bilden dic Punkte C'A /), E ein Viereck, von dem
zwei Paar Gegenseiten durch die homologen Punkte G H

und G, I, der diagonalen Involution gehen.

Da die fiinfte

Seite A D), durch B gebt, so mufs die Seite CE durch A

gehen®1%,  Bezeichnen
wir noch den Schnitt-
punkt von CA und C, A,
durch B, so ist die Haupt-
punktinvolution(# von
C, A, Dbestimmt durch
C, A, . G, B. Unser Vier-
eck -C A D, E zeigt nun,
dafs auch S wnd X
zwei homologe Punkte
dieser Involution sind.
Zeichnen wir also in
jedem durch den Punkt S
gehenden Strahle den
ihm in der Hauptpunkt-

Fig. 128.

involution dieses Strahles homologen Punkt, so erkennen
wir, weil K auf der durch S als Ordnungspunkt be-

stimmten Kurve liegi®%), den

Lehrsatz: Die Punkte, wel-
che einem festen Punkte in
den Hauptpunktinvolutionen
der durch ihn gehenden
Strahlen homolog sind, liegen
in einer Kurve zweiter Ord-
nung; diese Kurve ist identisch
mit der Ordnungskurve des
Biischels, die dorch den festen
Punkt geht.

Lehrsatz: Die Strahlen,
welche einer festen Gerade
in den Hauptstrahleninvolu-
tionen der in ihr liegenden
Punkte homolog sind, um-
hiillen eine Kurve zweiter
Ordnung; diese Kurve ist
identisch mit der Ordnungs-
kurve der Schar, die die feste
Gerade beriihrt.

Aus 204
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205. Projektive Verwandtschaft zwischen einem
Biischel von Polarfeldern und einem Grundgebilde.
Fiir manche Sitze erhilt man eine bequeme Ausdrucksweise,
wenn man den Begriff der projektiven Verwandtschaft auf
die Polarfelder eines Biischels ausdehnt; wir werden zu
dieser Erweiterung des Begriffes der projektiven Verwandt-
schaft durch den Satz(9%) gefithrt, dals wir die simtlichen
Polarfelder eines Biischels erhalten, wenn wir den Punkt &,

die Diagonale » durchlanfen lassen.

1. Definition. Ein Biischel
(g h) von Polarfeldern und ein
Grundgebilde heifsen projektiv,
wenn das Grundgebilde projek-
tiv auf die Punktreihe der Pole
G, von g bezogen ist.

1. Definition. Eine Schar
(G H) von Polarfeldern und ein
Grundgebilde heifsen projektiv,
wenn das Grundgebilde projek-
tw auf den Strahlenbiischel der
Polaren g, von G bezogen ist.

Mit Hiilfe dieser Definition konnen wir den Satz in

Nr. 196, so fassen:

2. Ein gerader Strahlen-
biischel £ ist projektiv auf
den Biischel von Polarfeldern
bezogen, wenn man jedem
Strahle dasPolarfeld zuordnet,
fir welches er die Polare
des seinem Mittelpunkte £
absolut konjugierten Punktes
I st

1

Ferner ergiebt sich aus
dals die Pole £ einer Gerade

sind:

3. Eine Polkurve e ® ist
projektiv auf den Biischel
bezogen,
wenn man jedem Punkte von
¢,® das Polarfeld zunordnet,
fiir welches er der Pol der
zugeordneten Gerade e ist. —

2. Eine gerade Punktreihe
e ist projektiv auf die Schar
von Polarfeldern bezogen,
wenn man jedem Punkte von
¢ das Polarfeld zuordnet, fir
welches er der Pol der seinem
Triiger absolut konjugierten
Gerade ¢, ist.

der Bemerkung in Nr. 195,
e projektiv auf G, bezogen

3. Ein Polarenbtischel %,*
ist projektiv auf die Schar
von Polarfeldern bezogen,
wenn man jedem Strahle von
E,* das Polarfeld znordnet,
fiir welches er die Polare des
zugeordneten Punktes K ist.—

Hat die Involution ¢% die Ordnungspunkte K und K,

so hat jedes Polarfeld des Biischels eine Ordnungskurve(s.
Ein solcher Punkt K (K,), durch den simtliche Ordnungs-
kurven hindurchgehen, soll ein Grundpunkt des Biischels
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genannt werden. — Ist ¢ eine beliebige durch den Grund-
punkt K gehende Gerade, welche » in A schneidet, so er-
hilt man die durch die Zuweisung (G ,) bestimmte Ordnungs-
kurve, wenn man die konjugierte Involution G G, . H H,(19%)
von » aus K und K, projiziert®. Ist also 4, der dem
Punkte 4 in dieser Involution homologe Punkt, so ist der
Schnittpunkt A von K (A4) und K, (4,) ein Punkt der Ord-
nungskurve des Polarfeldes (G G,). Da nun, wenn G, die
Diagonale « durchliuft, der Punkt A4, eine zu G, projek-
tive1%%:) und A in ¢ eine zu A, perspektive Punktreibe be-
schreibt, so haben wir:

4. Eine gerade Punktreihe,
deren Tréger durch einen
Grundpunkt des Biischels geht,
ist projektiv auf den Biischel
bezogen, wenn man jedem
Punkte der Gerade das Polar-
feld zuweist, dessen Ordnungs-
kurve durch ihn hindurchgeht.

4. Fin gerader Strahlen-
biischel, dessen Mittelpunkt
in einer Grundseite der Schar
liegt, ist projektiv auf die
Schar bezogen, wenn man
jedem Strahl das Polarfeld
zaweist, dessen Ordnungs-
kurve ihn beriihrt.

§ 18. Die Involution dritter Ordnung.
206. Projektive Verwandtschaft einer geraden und

einer krummen Punktreihe.
Aufgabe: Eine gerade

und eine krumme Punktreihe

projektiv so aufeinander zu beziehen, dafls drei Punkten
der einen drei Punkte der andern homolog sind.

Sollen die Punkte 4, B, C,
der krummen Punktreihe p? den
Punkten A B C der geraden
Punktreihe: p homolog sein, so
projizieren wir aus einem be-
liebigen Punkte von p? (in der
Figur 129 aus A4,) die Punkte
A B C der Gerade p auf p? und
beziehen die erhaltene Punkt-
reihe A, B, ', und die gegebene
4, B, C, projektiv aufeinander
durch Konstruktion der Projek-
tionsachse «(™), indem wir den

Fig. 129.

206
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Punkt, in welchem A4, B von A, B, geschnitten wird, ver-
binden mit dem Punkt, in welchem 4, C von A, C, ge-
schnitten wird. Zu einem beliebigen Punkte D, von p? er-
halten wir dann den homeologen ) von p, indem wir den
Punkt, in welchem A, [, die Projektionsachse schneidet,
aus 4, auof p projizieren.

207 207. Involutorische Verwandtschaft einer geraden
und einer krummen Punktreihe. Wichtiger als der eben
behandelte allgemeine Fall ist ein besonderer. Wir nehmen
an, dafs die Geraden, welche die Punkte 5 und C von p
aus dem Kurvenpunkte A, projizieren, p? in den homologen
Punkten C, und B, schneiden und dafs zugleich die Ver-
bindungslinie B, €, durch den dem Punkte 4, homologen
Punkt 4 geht (Fig. 130). Nach dieser Annahme entsprechen
also den Punkten 4, B, (von p? und C (von p), die in
einer Gerade liegen, die Ecken eines Dreiecks 4 B C,
dessen Seiten durch die Punkte A4, B, C gehen.

1. Von einem solchen Dreieck A B C,, dessen Seiten
durch die den Gegenecken homologen Punkte gehen, wollen
wir sagen, dafs es perspektiv xu den drei Punkten A, B, C
liegt, und wvon einer geraden wund krummen Punkireihe,
die in der angegebenen Weise projektiv aufeinander be-
zogen sind, dafs sie involutorisch legen.

Losen wir fiir diese Lage der drei Punkte A B C und
der ihnen homologen 4, B, C, die Aufgabe, die beiden
Punktreihen projektiv auf-
einander zu beziehen, so
haben wir®® die drei
Punkte A B C aus 4, auf
die Kurve zu projizieren.
Da jetzt die Punkte B,
und I, in €, und B, fallen
(Fig. 130), so ergiebt sich
als Projektionsachse die
Gerade, welche den Schnitt-
punkt von 4, B und A, B,
mit dem Schnittpunkte von
A, C und A, C, verbindet.
Die Projektionsachse u ist also, wie das Kurvenviereck
A, B, C, A, ergiebt, die Polare des Punktes 4®%). Zu einem
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beliebigen Punkt D, von p? erhalten wir jetzt den
homologen D von p, indem wir den Punkt, in dem A, D,
die Projektionsachse schneidet, aus 4, auf p projizieren. —
Projiziert man also die gerade Punktreihe p aus 4, und die
krumme p? aus dem Punkte A,, in dem die Verbindungslinie
der beiden homologen Punkte 4, und A4 die Kurve zum zweiten
Male schneidet, so liegen die beiden projektiven Strahlen-
biischel 4, und A, perspektiv zu der Polare von 4 in Bezug
auf p% Schneidet die Gerade A, D die Kurve in A,, so
bilden 4, A, D, A, cin Kurvenviereck, dessen einer Diagonal-
punkt, der Schnittpunkt von 4, A, und D, A,, dem Punkte 4
konjugiert ist. Es geht daher®™ D A, durch 4. Danach
erhalten wir zu einem beliebigen Punkte D von p den zu-
geordneten 1), von p? durch die folgende Konstruktion:

2. Zu einem beliebigen Punkte D (Fig. 130) won p
Jinden wir den zugeordneten D, wvon p% indem wir den
LPunkt A, in welchem A, D dic Kurve schneidet, aus A
auf p? projizieren. —

Fig. 131.

Nehmen wir an, dals auf diese Weise zu den beiden
Punkten D und E (Fig. 131) vermittelst der Punkte A, und
E, die Punkte D, und £, gefunden wiren, so ergiebt sich,
wenn wir noch den Schnittpunkt von p? und D E, durch
X, bezeichnen, aus der Betrachtung des Kurvensechsecks

[— |
AE E X, D, A, dafs D, X, durch E geht®, d. h. D, E
wird von D E, in einem Kurvenpunkte geschnitten.
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3. Lehrsatz: Sind eine gerade und eine krumme Punkt-
rethe in involutorischer Lage, so wird jede Gerade, welche
einen  beliebigen Punkt D wvon p mit einem beliebigen
Punkte E; von p? verbindet, von der Verbindungslinie der
homologen Punkte D, und E in einem Kurvenpunkte ge-
schnitten, —

Um also zu einem Punkte £ den homologen Punkt £,
zu finden, konnen wir statt von 4 und A,, wie bisher,
auch von irgend zwei andern homologen Punkten D und D,
ausgehen. — Wenden wir den eben gefundenen Satz an,
um zum Punkte X, den homologen X zu finden, so mufs,
da D X, (Fig. 131) die Kurve in E, schneidet, die Gerade
D, X durch E, gehen, d. h. D, E, schneidet p in X. Den
drei beliebigen Punkten FE, X, D, die in einer Gerade
liegen, entsprechen mithin die Ecken des perspektiv liegenden
Dreiecks X D,.

4. Lehrsatz: Sind eine gerade und cine krumme Punkt-
rethe involutorisch aufeinander bezogen, so sind je dret
LPunkten, die in einer Gerade liegen, die Icken eines
perspektiv liegenden Dretecks homolog. —

5. Die involutorische Verwandischaft einer geraden und
einer krummen Punktreihe ist durch ein Paar homologer
Punkte bestimmt;
denn wenn dem Punkte 4, von p? der Punkt A von

p zugewiesen ist, so finden wir zuom Punkte B den homo-
logen B,, indem wir den Punkt, in welchem p* von A4, B
geschnitten wird, aus 4 auf die Kurve projizieren.

208 208. Die Involution dritter Ordnung. Die involu-
torische Verwandtschaft einer geraden und einer krummen
Punktreihe liefert uns ein Mittel, die Elemente eines Grund-
gebildes zu je dreien zu ordnen.

1. Sind p? und p durch die Zuweisung von A, und
<1 involutorisch auf einander bezogen®™, so wollen
wir 4, und je zwei Punkte von p® die mit 4 in
einer Gerade liegen, ein Tripel von p* nennen. Eben-
so nennen wir 5, und je zwei Punkte, die mit B in
einer Gerade liegen, ein Tripel von p® Den Inbegriff
aller so in p? konstruierten Tripel nennen wir eine
Involution dritter Ordnung (und zum Unterschiede die bisher
betrachtete Involution eine Involution zweiter Ordnung).
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Es bilden demnach die Punktpaare, die mit A4, ein
Tripel bilden, eine krumme Involution®? zweiter Ordnung
mit dem Zentrum .1; ebenso die Punktpaare, die mit B,
ein Tripel bilden, eine krumme Involution mit dem Zentrum
B u s. w. Da die Involutionszentren 4 B.. in einer Ge-
rade liegen, so sind die durch sie hestimmten krummen In-
volutionen komponierende einer und derselben resultieren-
den(%), der durch den Pol P von p bestimmten krummen
Involution. Diese Eigenschaft benutzen wir, um unsere bis-
herige Konstruktion von der Kurve p? loszuldsen und sie
auf ein beliebiges einformiges Gebilde zu tbertragen
(vergl. 158). Da die Gerade p durch ihren Pol P bestimmt
ist und dieser durch die von ihm induzierte krumme In-
volution™, so sehen wir in dem einformigen Gebilde, in
dem wir eine Involution dritter Ordnung konstruieren wollen,
eine Involution zweiter Ordnung als gegeben an, die wir die
Hauptinvolution der gesuchten Involution dritter Ordnung
nennen wollen. Weisen wir dann dem beliebigen Elemente
A eine Involution zu, die nur der Bedingung geniigt, eine
komponierende der Hauptinvolution zu sein, so ist die In-
volution dritter Ordnung bestimmt. Da eine komponierende
der Hauptinvolution durch ein Punktpaar bestimmt ist(166)
und dies mit dem Elemente A ein Tripel bildet, so haben
wir den

2. Lehrsatz: Eine Involution dritter Ordnung tst durch
ihre Hauptinvolution und ein Tripel bestimmd.

209. Darstellung einer Involution dritter Ordnung.
Ist die Hauptinvolution durch den Wurf D, E, . F, G| und
ein Tripel durch die Elemente A, B, C, gegeben, so ist die
Involution dritter Ordnung bestimmt®%.). Sie kann also
durch sieben Elemente dargestellt werden. Durch passende
Wahl lifst sich die Zahl auf vier verringern. Ist 5, das
dem Elemente A4, in der Hauptinvolution zugeordnete, und
C, das Element, das A, und B, zu einem Tripel ergiinzt,
D, aber das Element, das C, in der Hauptinvolution homolog
ist, so ist die Hauptinvolution durch 4, B, .C, D, und das
Tripel durch 4, B, C, dargestellt. Es lifst sich daher jede
Involution dritter Ordnung auch durch vier Elemente dar-
stellen.

Fir eine Kurve p* wiirden wir also eine Involation
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dritter Ordnung vermittelst des Kurvenvierecks A, B, C, D,
darstellen konnen. Der eine Diagonalpunkt £, der Schnitt-
punkt von A, B, und C, D, ist das Zentrum der Haupt-
involution; der zweite Diagonalpunkt, der Schnittpunkt 4
von 4, D, und B, C, ist das Zentrum der dem Punkte 4,
zugewiesenen Involution und der dritte Diagonalpunkt, der
Schnittpunkt 2 von A,C, und B, D,, das dem Punkte B,
zugewiesene Zentrum /5; die Verbindungslinie 4 B ist dem-
nach die Gerade p.

210 210. Ordnungselement und Ordnungsinvolution.
Weil sich alle Sitze iiber projektive Verwandtschaft durch
Projektion von einem einférmigen Gebilde auf jedes andere
ithertragen lassen (vergl. 160 A), so werden wir wunsern
folgenden Betrachtungen als Triger immer eine Kurve p?
zu Grunde legen. Fiir diesen Fall ist2%) die Invelution
dritter Ordnung konstruiert, wenn wir p und zu einem
Punkte ., ven p?* den homologen A von p gezeichnet
haben. — Hat ein Punkt K, von p? die besondere Lage,
dals seine Tangente durch den homologen Punkt K von p
geht, so giebt es unter den Punktpaaren B, C, die mit K
in einer Gerade liegen, also mit K, ein I'ripel®%) bilden,
eins von besonderer Wichtigkeit. Féllt ndmlich B, in K,
so fallt auch €, in K,. Es giebt daber in diesem Falle
ein Tripel, dessen Elemente in 4, zusammenfallen.

1. Definition: Ein Tripel, dessen Elemente zusammen-
fallen, Leifst ein Ordnungselement der Involution dritter
Ordnung. —

Die involutorische Beziehung der Kurve p? und der
Gerade p sei durch die homologen Punkte 4 und 4, be-
stimmt. Ist nun @ eine beliebige Tangente von pZ so wird
« von dem krummen Biischel der T'angenten in den Kurven-
punkten 4, B, .. in einer projektiven Punktreihe™» AB..
geschnitten, die auch projektiv ist(o zu der geraden Punkt-
reihe 4 5... Giebt es nun drei Punkte K, KX, die in
einer Gerade liegen, so ist, weil K, K die Tangente in K,
ist, K, ein Ordnungspunkt. Da die Verbindungslinien 4 A,
BB.. eine Kurve «? umbiillent, diese aber mit p? die
Tangente « gemeinsam hat, so haben p? und 2* noch eine
Tangente £ und eine konjugierte Strahleninvolution J? ge-
meinsam®2.  Der Punkt K, in dem % die Kurve p? be-
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rithrt, ist ein Ordnungspunkt, und weunn die gemeinsame
Strahleninvolution J? die Ordnungsstrahlen / und m hat, so
sind die Punkte £, wnd A4, in denen ¢ und i die Kurve
p? beriihren, ebenfalls Ordnungspunkte. Wir nennen daher
die Strahleninvolution J* die Ordnungsinvoluticn unserer In-
volution dritter Ordnung.
2. Eine Dwolution dritter Ordnung  hat  stets ein
Ovrdnungselement  und  etne  Ordnungsinvolution zweiter
Ordnung.

Zusaiz.  Als besonderer Fall von 208, ergiebt sich:
Eine Involution dritter Ordnung ist durch ihre
Hauptinvolution und ein Ordnungselement bestimmt.

211. Bestimmungsstiicke einer Involution dritter
Ordnung.

1. Eine Involution dritter Ordnung ist bestimmnt durch
ein. Tripel wnd durch die einem beliebigen FElemente zu-
gewiesene Involution zweiter Ordnung.

Ist dem Punkte 4, (Fig. 132) von p? die krumme In-
volution [A]0%) zugewiesen, und ist aufserdem das Tripel
B, B, B, gegeben, so kann man die dem Punkte B, zu-
zuweisende Involution B? finden. Entspricht ndmlich in der
Involution [4] dem Punkte B, der Punkt X, so ist der
Sehnittpunkt B von 4, X, und B, B, das Zentrum der dem
Punkte B, zuzuweisenden Involution. Da der Pol der Ver-
bindungslinie A B die Hauptinvolution liefert, so ist die In-
volution dritter Ordnung bestimmti208), —

2. FEine Involution dritter Ordnung ist durch dret
Tripel bestimmd.

Die drei gegebenen Tripel seien A, A, 4;, B, B, B,,
C,C,C,. Wir stellen uns zuniichst nur die Aufgabe, eine
Involution dritter Ordnung herzustellen, von der A, A, A,
und B, B, B, (Fig. 132) zwei Tripel sind. Wir konnen
dann noch als Zentrum der dem Punkte 4, zuzuweisenden
Involution zweiter Ordnung einen beliebigen Punkt A von
A, 4, wihlen. Dadurch ist, wie wir eben sahen, die dem
Punkte B, zuzuweisende Involution B bestimmt: Wir haben
den Punkt X, in welchem A B, die Kurve schneidet, aus
A, auf B, B; zu projizieren; dic so gewonnene Gerade

A B = bestimmt mit »* cine Involution dritter Ordnung,
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von der 4, A, A, und B, B, B, zwei Tripel sind. Bewegt
sich nun 4 in 4, 4y, so istB7 4
ABJA X [4,] A B;

B beschreibt also die _projektive Punktreihe B, B, die
Gerade AB—u also einen krummen Strahlenbiischel o=
Fillt A, und mithin auch X, in A,,
so fallt # in A Ay fallt 4 in A4,
so fallt # in A A4,. Da aufserdem
der Triager 4,4, der von A4 be-
schriebenen Punktreihe ein Strahl des
» Biischels ist, so sind die Seiten des
Dreiecks 4, 4, A, Strahlen des
Btischels 2>

Wiederholen wir unsere Be-
trachtungen, indem wir von den
beiden Tripeln A, A, A, und C, C, C,
ausgehen, so erglebt smh dafs der
von AC=y beschrlebene Strahlen-
biischel zweiter Ordnung y2 ebenfalls
die Seiten des Dreiecks A4, 4, 4,
enthilt. Die beiden Strahlenbtischel 2 und y? haben dlSO
noch einen vierten Strahl p gemeinsam(*'; da in diesem
« und y zusammenfallen, so erhalten wir durch p eine
Involution dritter Ordnung, von welcher A4, 4, 4,, B, B, B,,
C,C,C; drei Tripel sind. —

3. Iiine Involution dritter Ordnung st durch drei
0rdnungselemente bestimmdt.

Fallen die Punkte jedes der gegebenen Tripel zusammen,
mit andern Worten, sind uns die Ordnungspunkte®® 4, B, C,
gegeben, so Lifst sich die gesuchte Gerade p und mit ihr
die Involution dritter ()rdnuntr bequem konstruieren. In
diesem Falle sind die Verbmdunfrshmen 4, A,, B, B;, C,C,
die Tangenten in 4, B, C,. bezelchnen wir dle Punkte, in
denen dlese Tanventen von den Gegenseiten des Dreiecks
A, B, C gesehmtten werden, durch AB I, so liegen ABT
in' der Pascalschen Gerade peD. Fillt A bei seiner Be-
wegung auf A A in A, so fillt X, in €, und B in B, die
Pasecalsche Gerade AB = p gehort also dem von A B=—u
beschriebenen krummen Biischel an. Ebenso zeigt sich, dafs
sie dem von A C=y heschriebenen Biischel »> angehurt,
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also die gesuchte gemeinsame Tangente von «* und y? ist.
— Aus der Konstruktion ergiebt sich noch:

4. Die drei Ordnungselemente bilden ein Tripel der
Inwolution dritter Ordnung.

212. Konstruktion der Ordnungsinvolution.

Aufgabe: In einer Kurve zweiter Ordnung st eine
Involution  dritter Ordmung durch thre Hauptinvolution
und ein  Ordnungselement gegeben®02); man soll die
Ordnungsinvolution konstruieren.

Ist das Zentrum der in der Kurve gegebenen Haupt-
involution 2, so miissen die Zentren der den Punkten von
p? zugewiesenen Involutionen zweiter Ordnung in der Polare
p von P liegen®®. Ist der gegebene Ordnungspunkt K,
so mufs die Tangente in K, die Gerade p in dem zugeord-
neten Involutionszentrum K schneiden. Die gesuchte Ord-
nungsinvolution finden wir nun durch eine Wiederholung der
Betrachtungen von Nr. 210,. Wihrend wir aber dort uns
mit dem Beweise begniigen mufsten, dafs ein Ordnungspunkt
und eine Ordnungsinvolution existiert, konnen wir jetzt, wo
uns ein Ordnungspunkt K, gegeben ist, die gesuchte Ord-
nungsinvolution wirklich zeichnen.

Die involutorische Verwandtschaft zwischen p? und p
ist durch die Zuweisung von K, und K bestimmt®%%), Wir
wihlen also eine beliebige Tangente # von p? und kon-
struieren in dieser wieder wie in Nr. 210 eine zu den
Punkten 4, B, C, .. von p? und daher auch zu den Punkten

ABC.. von p projektive Punktrethe ABT... Durch
passende Wahl der Tangente # nun lifst sich diese Kon-
struktion sehr vereinfachen. — Wir wihlen als Tangente =

die zweite von K an p? gehende Tangente, deren Bertihrungs-
punkt L, sein moge. Dadurch wird die projektive Beziehung
von p und 2 zur perspektiven; denn in dem Schnittpunkte K
von p und 2 sind zwei homologe Punkte der Punktreihen
2 und p vereinigt. Zeichnen wir®'% den dem Punkte I,
(Fig. 133) in p homologen Punkt, so erhalten wir den Punkt
L, in dem p von K, L,, der Polare von K®6 %), geschnitten
wird. Weil die Verwandtschaft eine perspektive ist, der
krumme Strahlenbiischel 22 also in zwei gerade Strahlen-
biischel zerfllt, so muls das Zentrum der gesuchten Ordnungs-
involution auf L L, liegen; zu seiner Auffindung braucht
Boger, Ebene Geometrie der Lage. 17

212
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also nur noch ein Paar homologer Punkte von « und p be-
stimmt zu werden. Ist A, ein beliebiger Punkt von p? so
finden wir®% den zugeordneten A von p vermittelst des
Punktpaares K, K (oder des Punktpaares L, L), indem wir
A4, mit K verbinden und den zweiten Schnittpunkt 5B,
dieser Verbindungslinie und p? aus K, anf p projizieren.
Ziehen wir also noch die Tangente in 4,, die 2= K L, in
A schneidet, so sind A und 4 zwei homologe Punkte von «
und p, ihre Verbindungs-
linie schneidet daher Z, L
in dem Zentrum J der
gesuchten Ordnungsinvo-
lution.

Zusatz. Ziehen wir noch
die Verbindungslinie K, A
(Fig. 183) und nennen
ihren zweiten Schnittpunkt
mit der Kurve C, so
sind K, C. 1L, A vier
harmonischeKurvenpunkte,
folglich K, (K,C.L, A)
vier harmonische Strahlen.
Diese schneiden die Gerade
AA in dem harmonischen
Wurfe YA.JX. Pro-
jizieren wir diesen wieder
aus K auf K, L,, so ergiebt

Pig. 133, sieh, dals K, L,.J J, vier

harmonische Punkte sind.

— Weil ferner K, L,.A, B, vier harmonische Punkte

sind@), so sind K, (K, L,. A, B,) vier harmonische Strahlen

und folglich YJ. X 4 vier harmonische Punkte. Projizieren

wir diese aus K auf K, L,, so ergiebt sich, dafs K,J.J, L
ein harmonischer Wurf ist.

Da wir in den beiden harmonischen Wiirfen K, L, . J J,
und K, J.LJ, die drei Punkte K, L, L als gegeben an-
sehen konnen, so haben wir durch unsere Konstruktion die
Aufgabe gelost:

1. Gegeben die drei Punkte K, L, L; man soll zwei
Punkte J und J, so bestimmen, dals K, L, .JJ, und
K,J.LJ, zwei harmonische Wiirfe sind. —
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Da diese Aufgabe (vgl auch von Staud:t: Beitrige zur
Geometrie der Lage, Nr. 297) bei der Aufstellung eines
Polarfeldes dritter Ordnung von Nutzen sein wird, so mag
hier noch eine Bemerkung angekniipft werden, die sich ans
unserer Konstruktion ergiebt.

Halten wir die Punkte K, und L, fest, wihrend L sich
auf K, L, bewegt, so konnen wir fiir jede Lage von L zur
Konstruktion von J denselben Punkt 4,, den wir beliebig
angenommen hatten, benutzen; es sind dann auch noch die
Punkte A und B, fest. Wihrend L sich in K, I, bewegt,
bewegt sich 4 in K, B, und X in K, 4, so dafs wir
haben®74);

LKA A[AA X [K]A J, md JIAJA X,
folglich JAJ;
in Worten:

2. Die Punktreihen J und J, sind projektiv auf
die Punktreihe L bezogen. —

Schliefslich mag noch bemerkt werden, dafs der Satz
eine Verallgemeinerung des Pascalschen fiir das Kurven-
dreieck ®" ist. Wenn némlich J ein hyperbolischer Punkt(t0%)
ist, dessen Tangenten die Kurve in M, und NN, beriihren, so
ist die Gerade p die Pascalsche Gerade des Kurvendreiecks
K, M, N,.

213. Konstruktion von Involutionen dritter Ord-
nung durch einen Biischel von Polarfeldern zweiter
Ordnung. Die Pole einer beliebigen Gerade ¢ fiir die Polar-
felder eines Biischels liegen in einer Kurve ¢ ?, die wir(1®» dje
Polkurve der Gerade ¢ genannt haben. In dieser Polkurve e,?
liegen auch die Punkte E,, die den Punkten £ von e ab-
solut konjugiert sind, und zwar sind die Punkte ¥, projektiv
auf die Punkte E bezogen(®®. — Sind den Punkten C, A, G,
(Fig. 134), in denen ¢ die Triiger g »#u schneidet, die Punkte
C A H, homolog, so finden wir den dem Punkte £ von ¢ absolut
konjugierten Punkt £, (19%), indem wir den Punkt X, in dem
C A von E U geschnitten wird, aus &, auf ¢ und % und die
erhaltenen Punkte ) und I aus A und C projizieren. Be-
wegt sich nun der Punkt E auf ¢, X also auf CA, D aufy
and [ auf %, so sehen wir: Wenn E der Reihe nach in
C,, A, und den Punkt A, fillt, in dem C A, von CA ge-

17*
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schnitten wird, so fillt E, der Reihe nach in C, I und den
Punkt A, in dem sich CA, und A C, schneiden™%. Die
projektive Yerwandtschaft zwischen der geraden Punktreihe
E und der krummen Punktreihe E, ist also bestimmt durch
C,A A, NCAA. Da das Dreieck C A A perspektiv liegt zu
den Punkten C, A, A,, so sind die beiden projektiven Punkt-

reihen in involutorischer Lage (0%,

Fig. 134,

1. Jede gerade Punktreihe
¢ ist involutorisch auf ihre
Polkurve ¢, bezogen, wenn
man jedem Punkte E von e
den ihm absolut konjugierten
Punkt E, von e,* zuordnet.

Daraus folgt®0%):

2. Jede Gerade, welche einen
beliebigen Punkt A wvon e mit
einem beliebigen Punkte B, von
e,? verbindet, wird von der Ver-
bindungslinie  der  homologen
Punkte A, und B in einem
Punite der Polkurve e? ge-
schnitten.

1. Jeder gerade Strahlen-
biischel £ ist involutorisch
auf seinen Polarenbiischel £, 2
bezogen, wenn man jedem
Strahle ¢ von £ den ihm ab-
solut konjugierten Strahl e
von £ ? zuordnet.

2. Jeder Punkt, in welchem
ein beliebiger Strahl a von E
einen beliebigen Strahl b, wvon
E,2 schneidet, lUegt mit dem
Schnittpunkte der homologen
Strahlen a, und b in einem
Strahle des Polarenbiischels E 2.

Diese Bemerkung wollen wir noch in einer etwas andern
Form aussprechen, indem wir sie aus dem Hesseschen Satz(®
ableiten und dadurch auf die Bedeutung dieses Satzes fiir

die Involution dritter Ordnung hinweisen.

Betrachten wir



261

die absolut konjugierten Punkte A A, und B B, als zwei
Paar Gegenecken eines Vierseits, so ergiebt sich, dafls die
Ecke, in der sich die Seiten 4 B und 4, B, des Vierseits
schneiden, absolut konjugiert ist ihrer Gegenecke, in der
sich A B, und A, B schneiden:

§ 18. Die Involution dritter Ordnung. Nr. 213,

3. Sind 44, wnd BB,
zwei Paar absolut konjugierte
Punkte, so ist anch der Schnitt-
punkt von 4 B und 4, B, dem
Schnittpunkte von 4 B, und
A, B absolut konjugiert. —

Ferner ergiebt sich(08):

4. Ordnet man jedem Punkte
E, von e 2 die krumme Punkt-
involution zu, die den absolut
konjugierten Punkt E wvon e
als Involutionszentrum hat, so
ist in e,? eine Involution dritter
Ordnung konstruiert. —

3. Sind @ a, und b b, zwei
Paar absolut konjugierte Ge-
raden, so ist anch die Verbin-
dungslinie von a & und a, b,
der Verbindungslinie von ab,
und a, b absolut konjugiert. —

4. Ordnet man jedem Strahle
e, von E,2 die krumme Strahlen-
mvolutton zu, die die absolut
konjugierte Gerade e als In-
volutionsachse hat, so ist in K2
eine Involution dritter Ordnung
konstrutert, —

Durch die krumme Involution dritter Ordnung in e 2 ist
auch eine gerade Involution dritter Ordnung in e bestimmt;
denn die beiden Punktreihen ¢ und e2 sind projektiv auf-
einander bezogen. Diese gerade Punktinvolution dritter
Ordnung von ¢ wollen wir zeichnen. — Weil zwei Paar
Gegenseiten des Vierecks CA DT (Fig. 134) die Diagonale u
in homologen Punktpaaren G H und G, I, der diagonalen
Involution schneiden, so schneiden auch die Gegenseiten C T
und A D die Diagonale » in zwei homologen Punkten (, und
H, %) Fiir das Polarfeld (G G,) ist daher H, der Pol von 41929,
ferner C G, die Polare von C, und A H, die Polare von A,,
der Schnittpunkt £, also der Pol von e. Fiir das Polar-
feld (G G,) ist daher dem Punkte €, der Punkt C' konjugiert,
in dem ¢ von C G, geschnitten wird, und dem Punkte A,
der Punkt A’y in dem e von A H, geschnitten wird. — Ver-
binden wir nun den Punkt E von ¢ mit dem Punkte C der
Polkurve e2 so wird diese Verbindungslinie, wie wir eben
gesehen haben, von der Verbindungslinie der homologen
Punkte Z, und C, in dem Punkte C," der Polkurve ¢ ge-
schnitten, der dem Punkte C' absolut konjugiert ist. Den
Punkten C und C;’ also, die mit £ in einer Gerade liegen,
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sind in ¢ zwei Punkte C, und (' absolut konjugiert, die
einander homolog sind fiir das Polarfeld (¢ &,), d. h. fiir
das Polarfeld, ftir welches E, der Pol von ¢ ist. Ebenso
wiirde sich ergeben, wenn wir den zweiten Schnittpunkt
von £ A mit der Polkurve durch A,” bezeichneten, dals den
Punkten A und A’ in e die beiden Punkte A, und A’ ab-
solut konjugiert sind, also zwei Punkte, die ebenfalls fiir
das Polarfeld (G G,) einander konjugiert sind:

5. Ordnet man jedem Punkte
E von e die Iwwolution zu,
welche dem  Polarfelde  des
Biischels  konjugiert ist, fir
welches der dem Punkte E ab-
solut konjugierte Punkt E, der
Pol von e wst, so erhdlt man
wn e eine gerade Punktinvolu-
tion dritter Ordnung.

5. Ordnet man jedem Strahle
e von E die Involution zu,
welche dem Polarfelde der Schar
konjugiert ist, fir welches der
dem Strakle e absolut konju-
gierte Strahl e, die Polare von
E ist, so erhilt man in E eine
gerade Strahleninvolution dritter
Ordnunyg.

§ 19. Die adjungierten Involutionen.

214. Erweiterung des Begriffs der konjugierten
Punkte. Es seien ¢* und f? irgend zwei einem Polarfelde
k* konjugierte Involutionen; fassen wir diese Involutionen
als zwei Gegenseiten(®® auf, so erzeugen sie in jeder
Gerade o eine Hauptinvolution. Hat diese Hauptinvolution,
die dem Polarfelde %® adjungiert ist(%%), zwei Ordnungs-
punkte, so sind diese zwei einander fiir %% konjugierte
Punkte (161,

Diese Bemerkung fiithrt uns dazu, in der Hauptinvolution
eine #hnliche Erweiterung des Begriffts der konjugierten
Punkte zu sehen, wie wir sie in Nr. 93 durch die konjugierte
Involution fiir den Begriff der Schnittpunkte einer Gerade
mit der Kurve eingefiihrt haben. Diese Erweiterung hatte
den grofsen Vorteil, dals unsere Beweise dieselben waren
fir die Geraden, die die Kurve schnitten, und fiir solche,
die sie nicht schnitten. Derselbe Vorteil, also die allgemeine
Giiltigkeit der Sitze, ergiebt sich auch jetzt, wenn wir zwei
konjugierte Punkte durch eine Involution ersetzen. That-
séichlich haben wir von dieser Erweiterung des Begriffs der
konjugierten Punkte bereits mehrfach Gebrauch gemacht,
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némlich iberall da, wo wir von der adjungierten Involution
gesprochen haben. An dieser Stelle sollen nun die bereits
gemachten Bemerkungen im Zusammenhange wiederholt und
durch einige bisher nicht ausgesprochene Sitze erginzt
werden.

1. Definition: Jede resultierende (oder, was dasselbe
ist: jede komponierende) einer konjugierten Involution heifst
dem Polarfelde adjungiert1882.),

2. Die Ordnungselemente einer adjungierten Involution
sind dem Polarfelde konjugiert(51),

3. Die resultierende aus zwei einem Polarfelde
adjungierten Involutionen, die denselben Triger haben,
ist dem Polarfelde konjugiert(62),

4. Sind zwei Involutionen einem Polarfelde kon-
jugiert, so ist jede ihnen zugeordnete@3® Haupt-
involution dem Polarfelde adjungiert(94).

5. Sind zwei Involutionen einem Polarfelde konjugiert,
so tst thre diagonale Involution dem Polarfelde ad-
Jungert(194),

215. Zusatz zum Lehrsatz des Desargues. Die g
beiden konjugierten Involutionen e¢* und f? die ein Polar-
feld %2 in zwei beliebigen Trigern ¢ und f induziert, wollen
wir im folgenden der Ktirze wegen ein Selnenpaar des
Polarfeldes nennen. (Fiir die konjugierten Strahleninvo-
lutionen £? und F7, die den Punktinvolutionen ¢®> und f?
dual® gegeniiberstehen, stebt kein dem Worte Sehne ent-
sprechendes zur Verfiigung; wir miissen uns deswegen mit
dem Worte ,Punktpaar“ behelfen.) Fassen wir wieder@®!4
dieses Sehnenpaar (¢f) als ein Paar Gegenseiten im Sinne
von Nr. 184 auf, so induzieren die Gegenseiten (¢ ) in
jeder Gerade a eine Hauptinvolution. Der Satz, der den Zu-
sammenhang zwischen dieser Hauptinvolution und der dem
Polarfelde konjugierten Involution von o ausspricht, ist der
Lehrsatz des Desargues(®%), den wir an dieser Stelle mit
etwas verdnderten Worten wiederholen:

1. Jedes Sehnenpaar eines 1. Jedes ,,Punktpaar“ eines
Polarfeldes erzeugt in einer | Polarfeldes erzeugt in einem
beliebigen Gerade eine Haupt- | beliebigen Punkte eine Haupt-
punktinvolution, die dem Po- | strahleninvolution, die dem
larfelde adjungiert ist. Polarfelde adjungiert ist.
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Wird die Gerade a von den Sehnen ¢ und f in den
Punkten £ und F geschnitten, so sind die Punkte £ und ¥
einander homolog in der Hauptinvolution(3¥, welche ¢* und
f* in a bestimmen. Da nun diese Hauptinvolution nach
dem eben wiederholten Satze von Desargues eine kom-
ponierende der konjugierten Involution von a ist, so ist sie
durch das Punktpaar E F' bestimmt(%.). Je zwei Sehnen
des Polarfeldes also, die ¢ in denselben Punkten E und F
schneiden wie die beiden Sehnen ¢ und f, von denen wir
ausgingen, erzeugen in o dieselbe Hauptinvolution wie e?
und f%. Daraus ergiebt sich der Zusatz zum Desarguischen
Satze:

2. Zwer Sehnenpaare eines
Polarfeldes erzeugen in einer
beliebigen Gerade a  dieselbe
Hauptpunktinvolution, wenn die
Triger des einen Paares die
Gerade a in denselben Punkten
schneiden, wie die Trdger des
andern.

Zusatz.

2. Zwei ,,Punktpaare eines
Polarfeldes erzeugen in einem
beliebigen Punkte A  dieselbe
Hauptstralleninvolution, wenn
die  Mittelpunkte des einen
Paares aus A durch dieselben
Strahlen projiziert werden wie
die Mittelpunkte des andern.

Sind die beiden Sehnen hyperbolisch (haben

die Involutionen ¢® und f? die Ordnungspunkte K K, und
L 1.), so bestimmen sie ein Kurvenviereck K K, L L,,
dessen Gegenseiten die Gerade ¢ in homologen Punkten der

Hauptinvolution schneiden®8¢4).

heilst also unser Satz:

Die Gegenseiten zweier Kur-
venvierecke schneiden eine
Gerade «¢ in Punktpaaren
einer und derselben Involu-
tion, wenn zwei Gegenseiten
des einen Vierecks die Ge-
rade a in denselben beiden
Punkten schneiden wie zwei
Gegenseiten des andern Vier-
ecks. —

Fiir diesen besondern Fall

Die Gegenecken zweier
Kurvenvierseite werden aus
einem Punkte A durch Strah-
lenpaare einer und derselben
Involution projiziert, wenn
zwei Gegenecken des einen
Vierseits aus dem Punkte 4
durch dieselben beiden Strah-
len projiziert werden wie zwei
Gegenecken des andern Vier-
seits. —

Schneidet die Vierecksseite X 1. die Gerade ¢ in dem
Punkte £, der dem Punkte E, in dem « von KK, —¢
geschnitten wird, in der konjugierten Involution von «
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homolog ist, so mufs®'%) die Gegenseite K, /., die Gerade a
in dem Punkte F, schneiden%), der dem Schnittpunkte F’
von I, L, = f und a in der konjugierten Involution von a
homolog ist. Wir kommen also durch diese Spezialisierung
auf den in Nr. 99, bewiesenen Lehrsatz zuriick. Da wir
auf diesen Lehrsatz die Analysis unserer Fundamentalkon-
struktion1% stiitaten, so zeigt sich, welcher Zusammen-
hang zwischen unserer Fundamentalkonstruktion und dem
Lehrsatz des Desargues besteht.

216. Bestimmung des Polarfeldes durch zwei kon-
jugierte und eine adjungierte Involution.
Lehrsatz: Durch zwei konjugierte und eine adjungierte
Involution ist ein Polarfeld bestimmd.

Beweis: Die beiden konjugierten Punktinvolutionen
seien ¢® und %% die adjungierte Involution «® Der durch
(g ) bestimmte Biischel¥?) induziert in a eine Hauptinvolu-
tion. Diese Hauptinvolution konnen wir mit der in « ge-
gebenen adjungierten Involution zu einer resultierenden zu-
sammensetzen16?, Ist in dieser resultierenden Involution
dem Punkte A4, in dem die Diagonale » von der Gerade a
geschnitten wird, der Punkt A’ von « homolog, so ist die
Gerade A' U, weleche den Punkt A’ mit dem Diagonalpunkte
U verbindet, die Polare?2) yon 4 und schneidet die Dia-
gonale in dem dem Punkte A konjugierten Punkte A,.
Durch das Punktpaar 44, wird eine komponierende der
diagonalen Involution bestimmt(*%%:). Entspricht in dieser
dem Punkte G' der Punkt G, so ist das durch die Zu-
weisung (G'G,) bestimmte(¥%) Polarfeld das gesuchte.

217. Verallgemeinerung des Hesseschen Satzes.
Wir betrachten die Polarfelder, denen zwei gegebene Punkt-
involutionen ¢* und A% adjungiert (nicht, wie bisher, konju-
giert) sind. Jedes dieser Polarfelder £® erzeugt in den
Trigern ¢ und % konjugierte Involutionen, die nach der
Definition®%) komponierende der in ¢ und 7. gegebenen
adjungierten Involutionen sind. Entspricht in den gegebenen
adjungierten Involutionen dem Sechnittpunkte U (Fig. 135)
der Triger in ¢ der Punkt G und in A der Punkt H, so
dals G H die Diagonale v der gegebenen Involutionen ist,
so sind fiir das beliebige Polarfeld k2, fiir welches dem
Punkte U in ¢g* der Punkt C und in 4? der Punkt I

[

16
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konjugiert sei, auch G C, und HT, konjugierte Punkt-
paareti®%); das Polarfeld %#* gehort also einem Biischel an,
der bestimmt ist durch die konjugierte Involution U C. G C;
in ¢ und durch die konjugierte Involution UT . HT, in A
Fiir alle Polarfelder dieses Biischels ist €T die Polare des
Punktes U192 und die in G H durch diesen Biischel be-
stimmte Hauptinvolution ist gegeben(34 durch das Punkt-
paar G H und die Punkte A4 und
B, in denen G H von der gemein-
samen Polare CT und der G H
zugeordneten Gerade C, T, ge-
schnitten wird. Diese Haupt-
involution ist, wie wir sehen,
identisch mit der diagonalen In-
volution(®%), die den in g und A
gegebenen adjungierten In-

volutionen zugeordnet ist. Da nun
diese Hauptinvolution dem Polar-
felde k? adjungiert ist®4), so ist, mit andern Worten, die
den gegebenen Involutionen g% und 2% zugeordnete diagonale
Involution G F7. A B unserm Polarfelde adjungiert. Jedem
Polarfelde also, dem die gegebenen Involutionen ¢® und A2
adjungiert sind, ist auch die diagonale Involution »? adjungiert:
Sind zwet Involutionen einem Polarfelde adjungiert, so

ist auch thre diagonale Involution dem Polarfelde adjungiert.

Zusatz. Haben die beiden Involutionen g¢® und A®
Ordnungspunkte, so sind diese konjugierte Punkte des Polar-
feldes®%). Da in diesem Falle auch die diagonale Involu-
tion Ordnungspunkte hat(%:); so sind auch diese zwei kon-
jugierte Punkte von 42 Unser Satz ist also!334) eine
Verallgemeinerung des Hesseschen®%.

218. Biischel adjungierter Involutionen. Es sei £*
ein Polarfeld, dem die Involution ¢* konjugiert und die In-
volution a? adjungiert sei. Ist ¢>= CC,.UG, so erhalten
wir durch die Zuweisung (C U) die komponierende Involution
CU.C, G0 yon g% Diese ist unserm Polarfelde adjun-
giert®4), weil ihm ¢* konjugiert ist. Aufserdem ist dem
Polarfelde %£? die Involution «® adjungiert. Mithin giebt es
noch eine Involution, die %* adjungiert ist: die diagonale
Involution von CU.C, G und «*#7. Ist C der Schnitt-
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punkt der Triger ¢ und 2« und die adjungierte Involution
a*=CT.CT' so ist MU die Diagonale der Gegenseiten
CU.C, G und o? und mithin der Triiger der unserm Polar-
felde adjungierten Involution, die bestimmt ist(?® durch das
Punktpaar UT und die beiden Punkte I, und H, in denen
rU von C"C, und I'" G geschnitten wird. Durchliuft U
den Triger g, so dafs uns durch CU.C, G die séimtlichen
komponierenden Involutionen von g2 dargestellt werden(66,
so beschreibt [ (U) einen Strahlenbiischel erster Ordnung;
in jedem Strahle I (U) dieses Biischels liefert die diagonale
Involution eine dem Polarfelde %* adjungierte Involution.
Da £? ein beliebiges der Polarfelder ist, denen ¢*> konjugiert
und «® adjungiert ist, so haben wir den

Lehrsatz: Alle Polarfelder,
denen eine gegebene Punkt-
involution ¢* konjugiert und
eine zweite gegebene Punkt-
involution «? adjungiert ist,
haben noch wunendlich viele
adjungierte Punktinvolutionen
gemeinsam. Die Triger dieser

adjungierten Punktinvolu-
tionen bilden einen Strahlen-
biischel erster Ordnung, dessen
Mittelpunkt I" derjenige Punkt
von a ist, der dem Schnitt-
punkte C der Triger ¢ und
a in der adjungierten Punkt-
involation a® homolog ist.

Lehrsatz: Alle Polarfelder,
denen eine gegebene Strahlen-
involution G2 konjugiert und
eine zweite gegebene Strahlen-
involution A% adjungiert ist,
haben noch unendlich viele
adjungierte  Strahleninvolu-
tionen gemeinsam. Die Mittel-
punkte dieser adjungierten
Strahleninvolutionen  bilden
eine Punkfreihe erster Ord-
nung, deren Triger y der-
jenige Strahl von A ist, der
der Verbindungslinie ¢ der
Mittelpunkte & und 4 in
der adjungierten Strahlenin-
volution A2 homolog ist.

219. Der Triger der zweiten konjugierten Involu-

tion. Ein Polarfeld %* induziert in jeder Gerade o eine
konjugierte Involution®®; ein zweites Polarfeld % ? erzeugt
in der Gerade a ebenfalls eine konjugierte Involution; die
aus diesen beiden konjugierten Involutionen resultierende
ist den beiden Polarfeldern 2% und £,2 adjungiert®'4). Wenn
die beiden konjugierten Involutionen von a nicht identisch
sind, so ist die resultierende immer bestimmt(5,

1. Lehrsatz: Durch zwei 1. Lehrsatz: Dureh zwei
Polarfelder ist in jeder Ge- | Polarfelder ist in jedem
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rade, die nicht der Triger
einer beiden Feldern gemein-
sam konjugierten Punktin-
volution ist, eine den beiden
Feldern gemeinsam adjun-
gierte Punktinvolution be-
stimmt.

II. Das Polarfeld.

Punkte, der nicht der Mittel-
punkt einer beiden Feldern
gemeinsam konjugierten
Strahleninvolution ist, eine
den beiden Feldern gemein-
sam adjungierte Strahlenin-

volution bestimmt.

Wir betrachten jetzt wieder, wie in Nr. 218, solche
Polarfelder, die eine konjugierte Involution ¢> und eine ad-

jungierte Involution «? gemeinsam haben.

Sind %2 und k2

irgend zwei dieser Felder, so miissen sie, weil sie die kon-
jugierte Involution ¢ gemeinsam haben, noch eine zweite

Involution 22 gemeinsam haben(9%),

Sie gehoren also dem

durch die Gegenseiten (g/4) bestimmten Biischel von Polar-

feldern an.

Da jede Hauptinvolution des Biischels(®*) den

beiden Polarfeldern 4? und k,® adjungiert ist, so mufs die
Hauptinvolution von a« mit der gegebenen adjungierten In-
volution «? zusammenfallen; weil aber jede Gerade von g
und % in zwei homologen Punkten ihrer Hauptinvolution
geschnitten wird39), so wird der Triger a von g und /% in
zwei homologen Punkten C und [ der in « gegebenen ad-

jungierten Involution geschnitten.

Sind ¢% und a? gegeben,

so ist damit der Schnittpunkt C von ¢ und ¢ und dadurch
auch der dem Punkte C homologe Punkt I' von a? gegeben.
Die Gerade % geht also, welches Polarfeld wir auch wihlen,

immer durch den Punkt I:

2. Haben zwei Polarfelder
etne konjugierte Punktinvolution
g2 und eine adjungierte Punkt-
tnvolution a? gemeinsam, 0
geht der Triger h der zweiten
gemetnsam konjugierten Involu-
tion durch den Punkt T won
a, der dem Schnittpunkte C
von g und a in der gegebenen
adjungierten Involution a? homo-
log ist.

9. Haben zwei Polarfelder
etne konjugierte Strahleninvolu-
tion G2 und eine adjungierte
Strahleninvolution A% gemein-
sam, so legt der Mittelpunkt
H der zweiten gemeinsam kon-
jugierten Involution auf dem
Strahle y von A, der der Ver-
bindungslinte ¢ von G und A
in der gegebenen adjungierten
Involution A2 homolog ist.

220. Bestimmung eines Biischels von Polarfeldern
durch eine Kkonjugierte und zwei adjungierte Involu-
tionen. Alle Polarfelder, die eine gemeinsam konjugierte
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Involution ¢°> und eine gemeinsam adjungierte Involution a2
haben, haben nach Nr. 218 in jedem Strahle des Punktes
I, der dem Schnittpunkt C von ¢ und @ in a? homolog ist,
eine gemeinsam adjungierte Involution. Wzhlen wir unter
diesen Polarfeldern diejenigen aus, die iiberdies noch eine zweite
adjungierte Involution 42 gemeinsam haben, so gehsren diese,
wie wir zeigen wollen, einem Biischel von Polarfeldern an.

Entspricht dem Schnittpunkte D (Fig. 136) der Triiger
g und b in der adjungierten Involution 42 der Punkt A, so
ist die Verbindungslinie » der Punkte I und A der Triger
einer allen Polarfeldern gemeinsam konjugierten Involution.
Schneidet ndmlich / den Triger ¢ in U, so ist, wie wir®!®
sahen, allen Polarfeldern, die die kon-
jugierte Involution ¢? und die adjungierte
Involution @? gemeinsam haben, in dem
Triger A eine Involution adjungiert, die
bestimmt ist als diagonale Involution
von CU.C,G und o Von ihr sind
also U und I zwei homologe Punkte(35) ;
in einem weitern Punktpaare wird U
geschnitten von den zwei Geraden, die
C, und G mit irgend zwei homologen
Punkten von «? verbinden(33). — Die
in 4 liegende adjungierte Involution fiir
die Polarfelder, denen ¢ konjugiert und
b? adjungiert ist, ergiebt sich in #hn-
licher Weise durch das Punktpaar U A
und die beiden Punkte, in denen % von zwei Geraden ge-
schnitten wird, die D, und G mit irgend zwei einander
homologen Punkten von 4? verbinden. Die Polarfelder also,
denen g2 konjugiert, und «® und gleichzeitig 6° adjungiert
sind, haben in % zwei adjungierte Involutionen gemeinsam;
die aus diesen adjungierten Involutionen resultierende ist
daher allen Polarfeldern konjugiert®4). Weil der Inbegriff
der Polarfelder, denen zwei gegebene Involutionen konjugiert
sind, ein Biischel von Polarfeldern heilst%2), so konnen wir
das Ergebnis so aussprechen:

1. Durch eine konjugierte 1. Durch eine konjugierte
und zwei adjungierte Punktin- | und zwet adjungierte Strahlen-
volutionen ist ein Bischel von | involutionen ist eine Schar wvon
Polarfeldern bestimm. Polarfeldern bestimmt.

- Fig. 136.
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Hieraus folgt®1®):

2. Durch eine konjugierte
und dret adjungierte Punkt-
involutionen st ein  Polarfeld
bestimmd.

II. Das Polarfeld.

2. Durch eine konjugierte
und drei adjungierte Strahlen-
tnvolutionen st ein Polarfeld
bestimmd.

Anmerkung. Fiir den Fall, dafs alle vier Involutionen
Ordnungspunkte haben, heifst z. B. der zweite Satz:

Durch zwei Punkte und
drei Paar konjugierte Punkte

Durch zwei Strahlen und
drei Paar konjugierte Strahlen

ist eine krumme Punktreihe | ist ein krummer Strahlen-
bestimmt. biischel bestimmt.
221. Schnittpunkt dreier Chordalen. Aus Nr. 219

Lifst sich ein weiterer wichtiger Satz folgern. — Haben
zwei Polarfelder %* und k% eine gemeinsam konjugierte
Punktinvolution g2, so haben sie noch eine zweite gemeinsam
konjugierte Punktinvolution A2(%%); k* und k,* gehoren also
dem durch die Gegenseiten (¢ 4) bestimmten Btischel von
Polarfeldern an. Ist £,2 irgend ein drittes Polarfeld, das
dem Biischel (g /) nickt angehort, dem aber g* konjugiert ist,
so haben 4% und k,? ebenfalls noch eine zweite konjugierte
Punktinvolution «®> gemeinsam. Schneidet o die Triger ¢
und % in C und T, so muls die Involution ? weil sie dem
Polarfelde %2 konjugiert ist, eine komponiercnde der in
CT = a durch den Biischel (g %) bestimmten Hauptinvolution
sein(%4), Diese Hauptinvolution ist also dem Polarfelde %2
und mithin auch k,% adjungiert. Sie ist aber auch dem
Polarfelde k,2 weil dieses dem Biischel (g %) angehort, ad-
jungiert(9%), Den drei Polarfeldern ist also die Haupt-
involution von CT ==a adjungiert und die Involution g¢*
konjugiert; es geht daher®!® der Triger der konjugierten
Involution 4%, die k% und k,? aufser g*> gemeinsam haben,
durch T:

Haben drei Polarfelder die
konjugierte Punktinvolution g*
gemeinsam, so gehen die Triger
der drei konjugierten Punkt-
tnvolutionen, welche je zwei von
ihnen aufser g  gemeinsam
haben, durch einen Punkt.

Haben drei Polarfelder die
konjugierte  Strahleninvolution
G2 gemeinsam, so liegen die
Mittelpunkte der drei konjugier-
ten Strahleninvolutionen, welche
je zwei von thnen aufser G* ge-
meinsam haben, in einer Grerade.
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Anmerkung. Haben die
Involutionen Ordnungspunkte, so heilst der Satz:

Von drei Kurven. die durch Von drei Kurven, die zwei

zwei Punkte K und K, gehen,
schneiden sich je zwei aulser
in K und K, noch in zwei
Punkten; die Verbindungs-
linien dieser drei Punktpaare
gehen durch einen Punkt, —

Tangenten k£ und %, gemein-
sam haben, haben je zwei
aufser & und % noch zwei
Tangenten gemeinsam; die
Schnittpunkte dieser drei Tan-
gentenpaare liegen in einer
Gerade. —

Je zwei Kreise haben eine konjugierte Involution ge-

meinsam, ndmlich die zirkulare Involution der unendlich
fernen Gerade(3'w; wir konnen also unsern Satz auf drei
beliebige Kreise anwenden. Dadurch erhalten wir den aus
der Planimetrie bekannten Satz, dafs die Chordalen dreier
Kreise durch einen Punkt gehen.

§ 20. Zwei Polarfelder.

222. Die durch zwei konjugierte Punktinvolutionen
und einen Ordnungsstrahl bestimmten Polarfelder.

Aufgabe: Eine Kurve zu
zeichnen, von der 2wei konjugierte
Punktinvolutionen g% und h? und
eine Tangente a gegeben sind.

Aufgabe: Fine Kurve zu
zeichnen, von der zwet konjugierte
Strahleninvolutionen G2 und H?
und ein Punkt A gegeben sind.

Analysis: Weil fiir die Kurve die beiden konjugierten
Involutionen ¢? und A® gegeben sind, so gehort sie dem
durch (g 7) bestimmten Biischel von Polarfeldern an. Dieser
bestimmt in der Gerade a eine Hauptinvolution und alle
Kurven, die die Gerade a schneiden, schneiden sie in- homo-
logen Punkten der Hauptinvolution (%% oder 200 Da die ge-
suchte Kurve die Gerade a beriihren soll, so mufls die
Hauptinvolution von @, wenn die Aufgabe losbar sein soll,
Ordnungspunkte haben. Sind diese E und E;, so geniigt
jede der beiden Kurven des Biischels, welche durch £ oder
L, geht, den Bedingungen der Aufgabe. — Die Aufgabe
hat keine oder zwei Lisungen.

Konstruktion: Wird die gegebene Tangente a von den
Trigern der gegebenen Involutionen ¢? und %% und von der

siimtlichen vier konjugierten a
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diesen zugeordneten Diagonale v in CT 4 (Fig. 137) und von
der Verbindungslinie der homologen Punkte C, und I, in
A geschnitten, so ist CT . 4 A die Hauptinvolution von a(i85),
Vermittelst der (in der Figur nur zur Hilfte gezeichneten)
Hiilfskreise bestimmen wir(#%s die Ordnungspunkte ¥ und £,
dieser Hauptinvolution. Da £ der Pol von a ist®7 %), so ist
C, E die Polare von C und schneidet die Diagonale (192
in dem Pole G, von g. Wir erhalten daher®® die Kurve,
wenn wir die Involution ¢? aus £ und dem Punkte L
projizieren, der von £ durch G, und C; harmonisch getrennt

Fig. 137.

ist. — Fir die Ausfithrung der Konstruktion ist eine Be-
nutzung der Figur 126 in Nr. 202 zn empfehlen; aus ihr
ergiebt sich, nachdem X und £, gefunden sind, eine hin-
reichend grofse Zahl von Bestimmungsstiicken, um den Lauf
der Kurve zu erkennen (vgl. Fig. 137).
Anmerkung. Fir den Fall, dals ¢ und A2 Ordoungs-

punkte haben, lifst sich die Aufgabe auch so fassen:

Durch vier Punkte eine Durch einen Punkt eine
Kurve zu legen, die eine ge- | Kurve zu legen, die vier ge-
gebene Gerade beriihrt. | gebene Geraden beriihrt.
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Zusatz *

1. Aufgabe: Finen Kreis zu zeichnen, von dem eine kon-

Jugierte Punktinvolution h® und eine Tangente a gegeben ist.

Diese Aufgabe ist mit der eben gelosten identiseh, da
fir den Kreis als weiteres Bestimmungsstiick die zirkulare
Involuticn der uneigentlichen Gerade (die wir durch g% be-
zeichnen wollen) hinzukommt(®1s. Die Diagonale u ist jetzt
(vgl. 132)) das im Fluchtpunkt(s® A auf % errichtete Lot
(Fig. 188). Bezeichnen wir wieder die Punkte, in denen
die gegebene Tangente a von g hw geschnitten wird, durch
CT A, so ist die Verbin-
dungslinie der homologen
Punkte C, und I', das von £
T, auf o gefiillte Lot(1120),
Nennen wir seinen Fufs- -
punkt A, so ist von der
Hanptinvolution CT'. AA
der Punkt I' der Flucht-
punkt, weil er dem un-
eigentlichen Punkte C
homolog ist. Wir kinnen
daher die Ordnungspunkte £ und £, auch nach Nr. 138
finden, indem wir die mittlere Proportionale zu T A und
I A zeichnen. Die Gerade, welche £ mit C, verbindet, d. h.
das in E auf der Tangente a errichtete Lot, schneidet dann
die Diagonale v im Pole G, von g, d. h. im Mittelpunktet14)
des gesuchten Kreises; der um G, mit dem Radius G, E
geschlagene Kreis ist also der verlangte.

2. Da AAT, H (Fig. 138) die Ecken eines Kreisvierecks
sind, so ist nach einem planimetrischen Satze FTA.T A4
=T H.rr,. Hat nun die gegebene Involution 4? die Ord-
nungspunkte K und K, so dafs HK=— HK, und
HK2=HT .HT, ist03% so haben wir unter Beriick-
sichtigung des Vorzeichens“:

FATA=TH.TT, =T H(T H-+HrI)=TH4-TH.Hr,
=T —HK*=(TH+HK)(TH—HK)
=TK.TH}+HK)=TK.TK,.

Unsere Konstruktion fiihrt also fiir den besondern Fall,
dafs die Involution %2 die Ordnungspunkte K und K, hat,
auf die aus der Planimetrie bekannte Losung der Aufgabe:

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 18

Fig. 138.
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II. Das Polarfeld.

Einen Kreis zu zeichnen, der durch zwei gegebene Punkte
K und K, geht und eine gegebene Gerade a beriihrt.

223. Die durch eine konjugierte Punktinvolution,
eine konjugierte Strahleninvolution und einen Ord-
nungspunkt bestimmten Polarfelder.

Aufgabe: Eine Kurve zu
zeichnen, von der ein Punkt L,
eine konjugierte Punktinvolution
g? und eme konjugierte Strah-

Aufgabe: Fine Kurve zu
zeichnen, von der eine Tangente
1, eine konjugierte Strahleninvo-
lution G2 und eine konjuglierte

leninvolution &2 gegeben ist. Punktinvolution g2 gegeben -ist.

Ist fiir die gesuchte Kurve &, (Fig. 139) der Pol des
Trigers ¢ und g die Polare des Mittelpunktes & der ge-
gebenen Strahleninvolution, so ist der Schnittpunkt U von
g und g der Pol von G,®. Die Polare von U, also ® &,
mufs aber durch den dem Punkte U in ¢*> homologen Punkt
G gehen, und weil der Pol von & (U)=1, in der Polare
von U liegt, so mufs dem Strahle », der Strahl & (G)=u
in ®2 homolog sein. Daraus ergiebt sich, dals wir in ¢°
ein Paar homologe Punkte U G so zu bestimmen haben,
dafs & (U) und & (G) gleich-
zeitig ein Paar homologe
Strahlen »wu, von &? bilden.
Wir haben daher die Punkt-
involution, welche die Strahlen-
invelution &? in dem Triger g
ausschneidet, mit der in ¢ ge-
gebenen konjugierten Punkt-
involution ¢? zu einer re-

sultierenden zusammen-
zusetzen; die Ordnungspunkte
U und G dieser resultierenden
erfilllen die verlangte Be-
dingung 16,  Hat die re-
sultierende keine Ordnungspunkte, so hat die Aufgabe keine
Liésung.

Nehmen wir an, U und G seien zwei Punkte der ver-
langten Art, so dafls gleichzeitig U und G zwei homologe
Punkte von g% und & (G)=u und & (U)=wu, zwei homo-
loge Strahlen von &2 sind; dann mufs fiir die verlangte
Kurve » die Polare von U oder u, die Polare von G sein.

Fig. 139.
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Wir verfolgen den ersten Fall. Fiir die Kurve, fiir welche
® () =u (Fig. 139) die Polare von U ist, muls der von
dem gegebenen Punkte L durch U und u harmonisch ge-
trennte Punkt I, ein zweiter Punkt sein. Unsere Kurve
gehort daher dem Biischel an, welches bestimmt ist durch
die Involution g% und die durch die Ordnungspunkte L und
L, in L U= h bestimmte Involution A2

Fir séimtliche Polarfelder dieses Btischels liegen die
Pole irgend eines Strahles ¢ von & in einer Polkurve e 2(1%),
Schneidet diese den homologen Strahl ¢, von &? in £ und
E,, so sind fiir die beiden Kurven des Biischels, fiir welche
E oder E, der Pol von ¢ ist, die Bedingungen der Aufgabe
erfiillt.

Als Strahl ¢ von ®& wihlen wir die Verbindungslinie
® L, welche ¢ in C schneiden moge. Ist dann C, der dem
Punkte C in ¢? homologe Punkt, so liegen die Pole der
Gerade ¢= C L in einer Polkurve, die bestimmt ist(19 %)
durch die drei Punkte C, L U und den Schnittpunkt & der
Tangenten in €, und L. Schneidet der dem Strahle ¢ in
®?2 homologe Strahl ¢, die Triger ¢ und %2 und die Polare
C, L®8%) yon & in DA A, so ist die durch die Polkurve
e,? in e, bestimmte Involution & A . D A®%). In unserer Figur
hat die Involution die Ordnungspunkte £ und £,. Wir haben
also noch die Kurve zu zeichnen, fiir welche £ (oder E))
der Pol von e ist; fiir diese ist die Polare von C die Ver-
bindungslinie C, E. Schneidet diese die Gerade » in G,
so ist die durch die Zuweisung (G ,) bestimmte Kurve des
Biischels (g9 £) die verlangte. — Die Aufgabe hat entweder
keine, zwei oder vier Losungen.

Anmerkung. Fiir den Fall, dafs ¢® Ordnungspunkte und a
®? Ordnungsstrahlen hat, lifst sich die Aufgabe auch so
fassen:

1. Durch drei Punkte eine
Kurve zu legen, die zwei ge- | Kurve zu legen, die drei ge-
gebene Geraden beriihrt. — | gebene Geraden beriihrt. —

Fiir den besondern Fall, dals die gegebene Strahlen-
involution zirkular'® ist, kann man die Aufgabe auch so
fassen(14%):

2. Eine Kurve zu zeichnen,
fir die ein Punkt, eine

1. Durch zwei Punkte eine

2. Eine Kurve zu zeichnen,
fiir die eine Tangente, eine
15%
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konjugierte Punktinvolution | konjugierte Punktinvolution
und ein Brennpunkt gegeben | und ein Brennpunkt gegeben
ist. ist.

Zusatz.*®

1. Aufgabe: Einen Kreis zu zeichnen, von dem eine kon-
Jugierte Strahleninvolution &2 und ein Punkt L gegeben ist.

Bezeichnen wir wieder@?2% die zirkulare Involution der
uneigentlichen Gerade durch ¢2?, so sind, wie wir bei der
allgemeinen Losung gesehen haben, zunichst die beiden
homologen Strahlen von &2 zu bestimmen, die die uneigent-
liche Gerade in zwei homologen Punkten der zirkularen In-
volution schneiden, mit andern Worten: Es sind die beiden

ON

Fig. 140.

homologen Strahlen von &2 zu bestimmen, die aufeinander
senkrecht stehen. Diese beiden Strahlen, die immer vor-
handen sind®®, bezeichnen wir durch » und %, (Fig. 140)
und ihre uneigentlichen Punkte durch G und U. Da fiir
den gesuchten Kreis » die Polare von U oder u, die Polare
von G sein mufs, so haben wir fiir den ersten Fall den
von L durch U und » harmonisch getrennten Punkt L,
fir den zweiten den von L durch G und w, harmonisch
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getrennten Punkt L, zu zeichnen, d. i, nach planimetrischem
Sprachgebrauch, die Gegenpunkte von L in Bezug auf u
und »,. Wir verfolgen zunichst den ersten Fall. Schneidet
die Gerade & L — ¢ die uneigentliche Gerade in C, so geht
das in L auf e errichtete Lot durch C,, und die der Gerade
¢ zugeordnete Polkurve e, 2 ist bestimmt durch die uneigent-
lichen Punkte C, und U, den eigentlichen Punkt L und den
Schnittpunkt & der Tangenten in L und C,. Schneidet nun
der dem Strahle e in &2 homologe Strahl e, die Seiten des
Kurvendreiecks L C,U in A DA, so ist 8 4. DA die von
¢,? in ¢, bestimmte konjugierte Involution. Es ergiebt sich
fir den zweiten Fall, wenn wir noch den Schnittpunkt von
L L, und ¢, durch A’ bezeichnen, dafs die Polkurve ¢,'? in
e, die konjugierte Involution & 4. A" bestimmt. Da nun
& .A.AA ein elliptischer Wurf(12) und D der uneigentliche
Punkt ist, so ist einer von den beiden Wiirfen & 4.D A
und & 4..D A" elliptisch, der andere hyperbolisch; unsere
Aufgabe hat also stets zwei Losungen. Ist, wie in unserer
Figur, & A. D A der hyperbolische Wurf, so lassen sich die
Ordnungspunkte £ und F, finden, indem wir die mittlere
Proportionale zu A A und A & zeichnen. Das von £ (oder E))
auf e gefillte Lot trifft dann, weil es die Polare des (un-
eigentlichen) Punktes C ist, » in dem Mittelpunkte &,
(oder G,") des gesuchten Kreises. —

2. Hat die Strahleninvolution &? die Ordnungsstrahlen %
und £, (Fig. 140), so sind die homologen Strahlen u und u,,
welche aufeinander senkrecht stehen, die Halbierungslinien
der von k£ und %, gebildeten Winkel!® %), Wghlt man in
diesem Falle zur Bestimmung des Punktes £ nicht den Strahl
® (L) = e und seinen homologen ¢,, sondern einen Ordnungs-
strahl z. B. %, welcher 7. L, und die uneigentliche Gerade
in B und B schneiden moge, so hat man von dem Punkte
B,, der von B durch 7, und L, harmonisch getrennt ist,
auf £ das Lot B, A" zu fillen, um die der Polkurve kon-
jugierte99 Hauptinvolutiond® & A4'. BB zu erhalten. Um
die Ordnungspunkte dieser Involution zu finden, hat man,
weil B der Fluchtpunkt ist, die mittlere Proportionale von
B® und BA" zu zeichnen. Auf dieselbe Weise wie in
Nr. 222 Z, liafst sich zeigen, dafs diese identisch ist mit
der mittleren Proportionale von B L und B L, so dafls wir
auch hier zu der aus der Planimetrie bekannten Losung der
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Aufgabe gelangen: Einen Kreis zu zeichnen, der zwei
gegebene Geraden berithrt und durch einen gegebenen
Punkt geht.

294 224. Die zwei Polarfeldern gemeinsam adjungierten
Involutionen. Sind uns zwei Polarfelder 4,2 und £,® ge-
geben, so konnen wir zu jedem Punkte A die Polare a
fiir £2 und die Polare «, fiir £, zeichnen. Der Schnittpunkt
A, von a, und a, ist dem Punkte A fiir beide Polarfelder
konjugiert(84). Bewegt sich der Punkt 4 in einer Gerade
¢, 8o beschreibt «, einen geraden Strahlenbﬁschel, dessen
Mittelpunkt F, der Pol von e fiir k ist, und a, einen
Strahlenbtischel, dessen Mittelpunkt X der Pol von ¢ fiir
k,? ist. Da diese beiden %trahlenbuschel projektiv anf A08%)
und daher auch projektiv aufeinander bezogen sind, so liegen
die Schnittpunkte 4, der homologen Strahlen @, und a, in
einer der Gerade ¢ zugeordneten Kurve ¢, % Schneiden die
Polaren a, und a, (Fig. 141) die Gerade ¢ in B und C, so
dafs A und B zwei fiir £,? konjugierte Punkte von e sind,
so geht die Polare ¢, von C fir £,% weil C der Schnitt-
punkt von e und a, ist, durch E, und A. Die Polare &

von C geht durch E, und schneidet e,?

in dem dem Punkte C fiir beide Kurven

konjugierten Punkte C, und die Gerade
¢ in dem dem Punkte C fiir £ * kon-
jugierten Punkte ). Die dem Polar-

felde %, konjugierte Involution von e

ist daher A B.CD; da AB und CD

die Punktpaare sind, in denen LWGi

Paar Gegenseiten des Vierecks £, K, A, C der Kurve e,?

die Gerade ¢ schneiden, so ist die Involutlon AB.CD der

Kurve ¢? adjungierti®. In derselben Weise ILilst sich

zeigen, dafs die Tnvolution von ¢, welche dem Polarfelde %,2

konjugiert ist, der Kurve e ? adJunwlert ist. Die der Kmve

e,? konjugierte Involution von e ist daher die resultierendet®)

aus den beiden in e liegenden Involutionen, welehe den

Polarfeldern %2 und %,* konjugiert sind. Wir fassen das

Vorstehende zusammen in dem

Lehrsatz: Zwei Polarfelder Lehrsatz: Zwei Polarfelder

k, % und k,? bestimmen in jeder | k.2 und Kk, ? ODlestimmen in
1 2 J 1 2

Gerade e eine gemeinsam ad- | jedem Punkte E eine gemeinsam

Fig. 141.
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Jungierte Involution. Diese tst
konjugiert der der Gerade e
zugeordneten Kurve e,?, welche
die den Punkten A wvon e fir
beide Polurfelder gemeinsam
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adjungierte Involution. Diese
ist konjugiert dem dem Punkte
E  zugeordneten krummen
Strahlenbiischel X, 2, welcher
die den Strahlen a von E fir

konjugierten Punkte A, enthilt. | beide Polarfelder gemetnsam

konjugierten Geeraden a, enthdlt.

225. Hauptpunkte, Ist /' eine zweite beliebige Gerade 225
und f,? die ihr zugeordnete Kurve, welche die den Punkten
von f fiir beide Polarfelder gleichzeitig konjugierten Punkte
enthiilt, so miissen die beiden Kurven ¢, und f,? durch den
Punkt M, gehen, der dem Schnittpunkte M von e und f
fur beide Polarfelder konjugiert ist. Daher schneiden sich
¢,? und f,? noch in einem zweiten Punkte UMW), Da U
sowohl in ¢ ? als in f,? liegt, so mufls es sowohl in ¢ als
in f einen von M verschiedenen Punkt geben, der dem
Punkte U fiir beide Polarfelder konjugiert ist. Die Ver-
bindungslinie » dieser beiden Punkte S und S, ist daher
die Polare des Punktes U sowohl fiir £* wie fir k,%(8%);
mit andern Worten: die Polaren des Punktes I/ fir £ 2 und
ky? fallen in w zusammen. Einen solchen Punkt U, dessen
Polaren fiir beide Polarfelder zusammenfallen, nennen wir
einen Houptpunkt der beiden Felder. — Weil die durch die
Ordnungspunkte M, und U in der Verbindungslinie M, U
bestimmte Involution beiden Kurven e,* und f,* konjugiert
ist, so haben diese noch eine konjugierte Involution gemein-
sam(9), Hat diese die Ordnungspunkte V und W, so gilt
fir sie, da sie ebenfalls Schnittpunkte von ¢,* und f,? sind,
dasselbe wie fiir U.

Lehrsatz: Zwei Polarfelder

k,* und £,? bestimmen min-

Lehrsatz: Zwei Polarfelder
k. * und k,? bestimmen min-

destens einen und hochstens
drei (Haupt-)Punkte, deren
Polaren zusammenfallen.

destens einen und hdchstens
drei (Haupt-)Strahlen, deren
Pole zusammentallen.

226. Hauptgeraden. Die den Geraden e und f zu- 226
geordneten Kurven ¢,? und f,® haben, wie wir eben schon
sahen, aufser den Schnittpunkten M, und U noch eine ge-
meinsam konjugierte Punktinvolution. Es lifst sich zeigen,
dafs der Triger dieser gemeinsam konjugierten Invelution
die Gerade w ist, in welcher die Polaren des Punktes U zu-
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sammenfallen. — Die Polaren des Punktes S (Fig. 142), in
dem e von u geschnitten wird, gehen beide durch U; S ist
daher dem Punkte U firr k,? und %,® konjugiert; ebenso
ist dem Sechnittpunkte M von ¢ und f fiir beide Felder der
Punkt M, konjugiert; wir konnen daher®® noch zwei Punkte
finden, die einander fiir beide Felder
konjugiert sind: Der Schnittpunkt X
von e=MS und M, U ist dem
Schnittpunkte X, von MU und M, S
konjugiert. Die Polare des Punktes
X fir k,* ist daher die Gerade,
welche den Pol E, von e fir %2 mit
X, verbindet. Schneidet diese Polare
die Gerade u in Y, so ist die Polare
von Y die Verbindungslinie XU
welche v in dem dem Punkte Y fiir
k,* konjugierten Punkte Z schneidet. Ferner ist fiir %,* die
Polare des Punktes .S, des Schuittpunktes von ¢ und wu, die
Verbindungslinie £, U, die » in dem dem Punkte S fir £, ?
konjugierten Punkte 7' schneidet. Die durch £, in u in-
duzierte konjugierte Involution ist also ST. Y Z. Dies sind
aber die Punkte, in denen zwei Paar Gegenseiten des Vier-
ecks UM, X, E, der Kurve ¢,? die Gerade u schneiden.
Die dem Polarfelde %% in « konjugierte Involution ist
also(1%) der Kurve ¢, ® adjungiert. In derselben Weise Lifst
sich zeigen, dafs auch die dem Polarfelde £,% in der Haupt-
gerade w konjugierte Involution der Kurve e, 2 adjungiert
ist. Die der Kurve e, * in » konjugierte Involution ist da-
her(®!4) die resultierende aus den beiden Involutionen, welche
den Polarfeldern %,* und %,? in » konjugiert sind. Da diese
resultierende Involution von der Wahl der Gerade e un-
abhiingig ist, so ist sie dieselbe fiir alle Kurven e, %

II. Das Polarfeld.

Yig. 142.

1. Die gemeinsam adjun-
gierte Punktinvolution, welche
die beiden Polarfelder &, ?
und %,% in der Hauptgerade
w bestimmen®%, ist jeder
Kurve e,? konjugiert, welche
die den Punkten A einer
beliebigen Gerade e fiir beide
Polarfelder gemeinsam kon-

1. Die gemeinsam adjun-
gierte Strahleninvolution,
welche die beiden Polarfelder
k® und 4,% in dem Haupt-
punkte U bestimmen, ist
jedem krummen Strahlen-
biischel £ * konjugiert, wel-
cher die den Strablen a eines
beliebigen Punktes £ fiir
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beide Polarfelder gemeinsam
konjugierten Strahlen @, ent-
halt. —

Da jede Gerade e die Hauptgerade u schneidet und die
Polaren dieses Schnittpunktes fiir 4, und k,? beide durch
den Pol U von u gehen, so schneiden sich séimtliche Kurven
e,? in U. Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit Nr. 224:

jugierten Punkte A, ent-

halt, —

2. Die Punkte A, welche
den Punkten A einer belicbigen
Gerade e fiir zwei Polarfelder
k2 und k,% gemeinsam kon-
Jugiert sind, legen in einer
Kurve e, die bestimmt ist
durch den Hauptpunkt U und
diejenigen Involutionen der Ge-
rade e und der Hauptgerade
u, welche den beiden Polar-
Jeldern k. * und k,* gemeinsam
adjungiert sind.

Zusatz.

2. Die Geraden a,, welche
den Strahlen a eines beliebigen
Punktes E fiir zwei Polarfelder
k,? und k,* gemeinsam konju-
giert sind, bilden etnen krummen
Strahlenbiischel E,® der be-
stimmt st durch die Gerade
u und diejenigen Involutionen
des Punktes B und des Haupt-
punktes U, welche den beiden
Polarfeldern k,? und k,? ge-

memsam adjungiert sind.

gemeinsam adjungierte Involuticn der Hauptgerade u die
Ordnungspunkte ¥ und W, so gehen nach dem eben be-
wiesenen Satze siimtliche Kurven ¢, * durch V und W;
gleichzeitig sind V' und W einander sowohl fir & ? wie
fir k,% konjugiert!®s. Die Polaren von V und W fir
beide Polarfelder fallen daher ebenfalls zusammen und zwar
inv=UW und w=UV.

Bestimmen zwei Polarfelder Bestimmen zwei Polarfelder

k,® und k,® drei Hauptpunkte,
so sind diese die Ecken eines
beiden Polarfeldern gemein-
samen Poldreiecks1%4),

k,* und %, * drei Hauptgeraden,
so sind diese die Seiten eines
heiden Polarfeldern gemein-
samen Poldreiecks.

227. Die komponierenden Strahleninvolutionen der
Hauptpunkte. Projiziert man aus dem Hauptpunkte U die
den beiden Polarfeldern %% und k,? gemeinsam adjungierten
Involutionen von ¢ und w, so erhiilt man in U zwei Strahlen-
involutionen, die sich zu einer resultierenden zusammensetzen.
Diese resultierende Strahleninvolution von U sehneidet, weil
die adjungierten Involutionen von ¢ und « der Kurve e *
konjugiert sind®2%), die Kurve ¢, ? in Punktpaaren einer

o

Hat die den beiden Polarfeldern k% und £,%7

27
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krummen Involution, deren Zentrum der Schnittpunkt S
(IMig. 142) von ¢ und w ist®®®. Von dieser krummen In-
volution haben wir in Nr. 226 das Punktpaar M, X, ge-
zeichnet; die resultierende Involution von U kann also als
bestimmt(166) angesehen werden durch die homologen Strahlen
UX)M und UM, und durch die Bedingung, dafs sie
eine komponierende ist der Involution, durch welche die
adjungierte Involution der Hauptgerade w aus U projiziert
wird. TIst nun f eine zweite Gerade, die e in M schneidet,
so ergiebt sich durch eine Wiederholung der eben angestellten
Betrachtungen, dafs die Strahleninvolutionen, durch welche
die adjungierten Involutionen von » und f aus U projiziert
werden, sich zu einer resultierenden zusammensetzen, von
der UM und "M, ebenfalls zwei homologe Strahlen sind
und die die Hauptgerade w in einer komponierenden der
in ihr liegenden adjungierten Involution schneidet.

Die adjungierten Involutionen von f und w erzeugen
also in U dieselbe% regultierende Involution wie die
adjungierten Involutionen von ¢ und »; mit andern Worten:
Die drei adjungierten Involutionen von wuef werden
aus dem Hauptpunkte U durch komponierende Strahlen-
involutionen projiziert. Da f als beliebige Gerade eingefiihrt
wurde®29), so ist damit bewiesen, dafs die den Polarfeldern
k,® und k,? gemeinsam adjungierten Involutionen simtlicher
Geraden aus dem Hauptpunkte U durch komponierende
Strahleninvolutionen projiziert werden. Fiir den Fall, dals
die adjungierte Involution der Hauptgerade u die Ordnungs-
punkte ¥ und W hat, ldfst sich an die Stelle von U jeder
der Hauptpunkte V und W setzen. Wir haben daher den

Lehrsatz: Die s#imtlichen Lehrsatz: Die sémtlichen
Punktinvolutionen,  welche | Strahleninvolutionen, welche

II. Das Polarfeld.

zwei Polarfeldern £, und
k,? gemeinsam adjungiertsind,
werden aus jedem Haupt-
punkte durch komponierende
Strahleninvolutionen  proji-
ziert.

zwei Polarfeldern £,* und
k,? gemeinsam adjungiertsind,
werden durch jede Haupt-
gerade in komponierenden
Punktinvolutionen geschnitten.

228. Die Ordnungsstrahlen eines Hauptpunktes.
Die komponierenden Strahleninvolutionen, durch welche die
beiden FKeldern gemeinsam adjungierten Involutionen aus
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dem Hauptpunkte U projiziert werden®29), setzen sich zu
einer resultierenden zusammen, die wir die Hauptinvolution
von U nennen wollen. Nun sind die Ordnungspunkte der
adjungierten Involutionen einander fiir k2 sowohl wie fiir
k,* konjugiert®'®), und da sie aus U durch zwei homologe
Strahlen der Hauptinvolution projiziert werden, so liegen
die Punkte 4,, die den Punkten A eines Strahles « von
U gleichzeitig fiir %,* und %,% konjugiert sind, in einem
homologen Strahle o, der Hauptinvolution von U. Hat also
die Hauptinvolution von U zwei Ordnungsstrahlen ¢ und #,
so sind den Punkten . von g (oder %) die Punkte A, von
g (oder 4) fiir beide Felder konjugiert, d. h. jede der Ge-
raden ¢ und /4 ist Triiger einer den beiden Feldern gemein-
sam konjugierten Involution. Die resultierende Haupt-
involution liefs sich®2D als bestimmt ansehen durch das
Strahlenpaar U (M M,) und durch die Bedingung, dafs die
durch die adjungierte Involution von w in U induzierte
Strableninvolution eine komponierende von ihr war. Ist
nun diese komponjerende elliptisch, so hat die Hauptinvolu-
tion von U zwei Ordnungsstrahlen g und 20%%), Hat aber
die komponierende Involution Ordnungsstrahlen, die adjun-
gierte Involution von w also die Ordnungspunkte V und W,
so hat die Hauptinvolution von U nicht immer Ordnungs-
strahlen. In diesem ¥alle sind U (V) und U(W) zwei
homologe Strahlen der Hauptinvolution von U1, so dafs
sie bestimmt ist durch U(V W.M M,). Da von den Punkten
V und W dasselbe gilt wie von U®% % g0 ist die Haupt-
involution von V bestimmt durch V(W U.M M,), die von
W durch W((UV.MM). Von den drei Involutionen
UVW.MM), V(IWU.MM), WUV.MM,), welche
die Punkte M und M, in den Ecken des Dreiseits uvw
bestimmen, hat aber mindestens eine Ordnungsstrahlen@s7),

1. Lehrsatz: Zwer Polar- 1. Lehrsatz: Zwei Polar-
Selder haben stets zwei konju- | felder haben stets zwei konju-
gierte Punktinvolutionen gemein- | gierte Strahleninvolutionen  ge-
sam. memsam.

Sehen wir die beiden konjugierten Punktinvolutionen,
die die Polarfelder £, und k,* gemeinsam haben, als Gegen-
seiten an, so konnen wir, weil zwei (egenseiten einen
Biischel von Polarfeldern bestimmen(92), unsern Satz auch
80 aussprechen:
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2. Dureh zwei Polarfelder 2. Durch zwei Polarfelder
ist ein Btischel von Polar- | ist eine Schar von Polar-
feldern bestimmt. feldern bestimmt.

Zusatz, Sind drei Hauptpunkte UV W vorhanden und
hat jede Hauptinvolution dieser drei Punkte Ordnungsstrahlen,
so bilden diese sechs Ordnungsstrahlen die Gegenseiten
eines Vierecks(3%. Da, wie wir eben sahen, jeder
Ordnungsstrahl eines Hauptpunktes der Triiger einer beiden
Feldern gemeinsam konjugierten Involution ist, so mufls der
Schnittpunkt z. B. eines Ordnungsstrahles von U und eines
Ordnungsstrahles von ¥V ein sich selbst konjugierter Punkt
sein; die Ecken des Vierecks sind also Ordnungspunkte der
in den Seiten liegenden Involutionen. Die Ordnungskurven
der Polarfelder %, und £%,> haben daher in diesem Falle
vier Punkte gemeinsam.

229. Die zwei Polarfeldern gemeinsamen Strahlen-
involutionen. Dals zwei Polarfelder stets zwei konjugierte
Strahleninvolutionen gemeinsam haben, soll, obgleich es(®2%)
bereits ausgesprochen ist, noch einmal durch eine Fortsetzung
der bisherigen Betrachtungen gezeigt werden, damit der Zu-
sammenhang zwischen den konjugierten Punkt- und Strahlen-
involutionen hervortritt. — Die Polare eines beliebigen
Punktes P fiir &, sei p,, fir £,% p,, der Schnittpunkt von
p, und p, sei P,. Zu jedem Strable a von P gehirt ein
Punkt 4, von p, als Pol fiir £ ° und ein Punkt 4, von
P, als Pol fir %, Dreht sich « um 2, so beschreiben A,
mnd 1, zwel zu o und daher zu einander prO]ektwe Punkt—
reiben; die Verbindungslinie 4, A, = a,, die dem Strahle «
fir beide Polarfelder lionJuoxerte Gerade, beschreibt daher
einen Strahlenbiischel zweiter Ordnung P2 Zu diesem
Strahlenbiischel gehort auch die Hmptoemde u; denn wenn
a durch U geht, so fillt a, in «. Die Geraden a und a,
erzeugen d‘\hu in u zwel plOJektlve Punktreihen®o),

Die beiden Polarfelder £,% und £,% welche(®?®) einen
Biischel (g /) bestimmen, seien in diesem Biisehel durch die
Zuwelsungen (G &) und (G G,) bestimmt¥%),  Geht dann
a durch &, und schueidet g und %4 in €' und T, so ist der
dem Punkte ¢ in ¢ homologe Punkt C; der Pol von
a=P G, fir k2 Der Pol fiir £,2 ist, wenn wir den dem
Punkte T in 22 homologen Punkt durch [, und den dem
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Punkte G, in der diagonalen Involution homologen Punkt
durch H, bezeichnen, der Schnittpunkt von C, G, und
r,4H, 1), Der dem Strahle @ — P G, fiir beide Polarfelder
gememsam konjugierte Strahl «, ist daher C, G,. In der-
selben Weise ergiebt sich, dafls der dem Strahle P G, fir
beide Polarfelder gemeinsam konjugierte Strahl durch G,
geht. Die von den Strahlen ¢ und @, in u beschrlebenen
Punktreihen haben daher involutorische Lage®.), Da von
dieser in u erzeugten Involution auch die Punkte £, und H,,
die Pole von % fir %2 und k.2, zwei zugeordnete Punkte
sind, wie sich in derselben Weise ergeben wiirde, so ist die In-
volution bestimmt durch G, G,. H, H,. Diese ist eine kom-
ponierende der diagonalen Involution o = G, H, .G, H(%,

Liegt der Punkt P in der Hanptgerade u, so schneiden
sich seine Polaren p, und p, in dem Hauptpunkte U und
die beiden von A4, und 4, beschricbenen Punktreihen sind
in perspektiver Lage, weil 4, und A4, gleichzeitig in U
fallen, ndmlich dann, wenn « in » fdllt. Die konjugierte
Gerade a, beschreibt daher einen Strahlenbiischel erster
Ordnung, dessen Mittelpunkt der dem Punkte P in der
eben konstruierten Involution G, &, . H, H, homologe sein
mufs. Hat daher die Involution Gr Cr H H, Ordnungs-
punkte, so ist jeder derselben Mlttelpunkt einer den beiden
Polarfeldern gemeinsam konjugierten Strahleninvolution.
Weil die Involution &, &, . H, H, aber, wie wir eben sahen,
eine komponierende der diagonalen Involution «? ist, so hat
sie zwei Ordnungspunkte & und $0%, wenn »® keine hat.
— Hat «? dagegen die Ordnungspunkte V und W, so braucht
die Involution &, G, . H, I, keine zu haben(®, Dann aber
sind auch v=W U und w=UYV ebenso wie u Strahlen
jedes krummen Biisehels £2. Auf ihnen schneiden daher
auch die konjugierten Geraden « und a, projektive Punkt-
reihen aus, die in involutorischer Lage sind, weil die Punkte
W und U, U und V einander zweifach entsprechen. Die
Geraden a und @, bestimmen daher in den Seiten des Drei-
ecks UV W Involutionen, deren Ordnungspunkte & und $
die Mittelpunkte der gesuchten gemeinsam konjugierten
Strahleninvolutionen sind. Von diesen drei in den Seiten
liegenden Involutionen hat aber immer mindestens eine
Ordnungspunkte 13", Da die Ordnungspunkte der Involution
G, G, . H, H, einander homolog sind(¢ in der den beiden
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II. Das Polarfeld.

Polarfeldern gemeinsam adjungierten Involution der Haupt-

gerade u, so haben wir den

Lehrsatz: Zwei beliebige
Polarfelder £,2 und £,2 haben
stets zwei konjugierte Punkt-
involutionen ¢? und 72 und
zwei konjugierte Strahlenin-
volutionen &2 und $? gemein-
sam. Die Tréger ¢ und % der
Punktinvolutionen sind die
Ordnungsstrahlen der resul-
tierenden Involution eines
Hauptpunktes; die Mittel-
punkte ® und § der Strahlen-
involutionen sind zwei homo-
loge Punkte der den beiden
Polarfeldern gemeinsam ad-
jungierten Involution einer
Hauptgerade.

Z

Lehrsatz: Zwei beliebige
Polarfelder £,2 und £,® haben
stets zwei konjugierte Strah-
Ieninvolutionen G? und H?
und zwei konjugierte Punkit-
involutionen g2 und ? gemein-
sam. Die Mittelpunkte G' und
H der Strahleninvolutionen
sind die Ordnungspunkte der
resultierenden Involution einer
Hauptgerade; die Triger ¢
und §) der Punktinvolutionen
sind zwei homologe Strahlen
der den beiden Polarfeldern
gemeinsam adjungierten In-
volution eines Hauptpunktes.

Zusatz. Hat jede der drei in den Seiten liegenden In-

volutionen Ordnungspunkte, so bilden diese die Gegenecken

eines Vierseits(137),

Da jeder Ordnungspunkt der Mittelpunkt

einer beiden Feldern gemeinsam konjugierten Strahleninvo-
lution ist, so muls die Verbindungslinie zweier Ordnungs-

punkte eine sich selbst konjugierte Gerade sein.

Die Ord-

nungskurven der Polarfelder £, und k,2 haben daher in
diesem Falle vier gemeinsame Tangenten.

230. Vier adjungierte Involutionen. Die Polarfelder,

welchen vier gegebene Involutionen o 8%¢?d? adjungiert
sind, gehoren, wie wir beweisen wollen, einem Biischel von
Polarfeldern an. — Wihlen wir in dem Triger a irgend
eine komponierende der gegebenen Involution @2, so be-
stimmt diese als konjugierte Involution zusammen mit den
adjungierten Involutionen 2°¢®d? ein Polarfeld % 2@20), dem
die Involutionen a? 6% ¢ d? adjungiert sind. Wihlen wir eine
_komponierende der Involution %%, so bestimmt diese als
konjugierte Involution zusammen mit den adjungierten In-
volutionen a2 ¢®d? ein Polarfeld £,%, dem ebenfalls die vier
Involutionen «2 {2 ¢®d? adjungiert sind. Diese beiden Polar-
felder %2 und %,2 bestimmen einen Biischel@) dessen
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simtlichen Polarfeldern die Involutionen a? 5% ¢? d? adjungiert
sind, weil sie zwei Polarfeldern (£, ® und £,%) des Biischels

adjungiert sind.

1. Durch vier adjungierte
Punktinvolutionen ist ein
Biischel von Polarfeldern be-
stimmt.

2. Durch fiinf adjungierte
Punktinvolutionen ist ein Po-
larfeld bestimmi18),

Anmerkung. Haben alle

g0 heilst z. B. der letzte Satz:

Durch fiinf Paar konju-
gierte Punkte ist ein Polar-
feld bestimmt.

1. Durch vier adjungierte
Strahleninvolutionen ist eine
Schar von Polarfeldern be-
stimmt.

2. Durch finf adjungierte
Strahleninvolutionen ist ein Po-
larfeld bestimmi.

Involutionen Ordnungspunkte,

Durch fiinf Paar konju-
gierte Strahlen ist ein Polar-
feld bestimmt.

231. Inhalt des Buches. Die Bestimmung eines Polar-
feldes durch fiinf adjungierte Involutionen, die wir in der
vorigen Nummer kennen lernten, ist die allgemeinsie und
bildet den Schlufs unserer Betrachtungen. Es bleibt nur
noch iibrig, die in diesem Buche gegebene Darstellung kurz
zu kennzeichnen und ihre Abweichung von der iiblichen zu
begriinden.

Wir begannen damit, vermittelst zweier Punkte /P und
Q die Punkte ihrer Verbindungslinie P ¢ einander zuzu-
ordnen, indem wir zu jedem Punkte A den von ihm durch
P und @ harmonisch getrennten Punkt A, konstruierten.
Den Inbegriff der auf solche Weise erhaltenen Punktpaare
A A, nannten wir eine Involution und die beiden Punkte P
und Q, vermittelst deren wir die Punkte der Gerade P Q
einander zugeordnet hatten, die Ordnungspunkte. Wir stellten
uns dann die wmgekehrte Aufgabe: Aus den Punktpaaren 4.4,
die Ordnungspunkte P und Q zu finden. Wir sahen zu-
néichst, dafs die Gesamtheit der Punktpaare A4 A4, durch
zwei unter ihnep, die wir durch B B, und CC, bezeichnen
wollen, bestimmt ist, und ferner, dafs nicht immer zwei
Punkte P und @ existieren, dafs ihre Existenz vielmehr an
die Bedingung gekniipft ist, dafs der Wurf B B,.CC, ein
hyperbolischer ist%4). Eine solche Bedingung nun ist fiir
den Fortgang der Untersuchungen #ufserst listig. Ein Bei-
spiel aus der Arithmetik wird dies deutlicher machen.
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